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Q1 -Mecanica (10 pontos)

Uma crianca de massa m estd sentada em um balango suspenso por uma longa haste rigida de comprimento L.
O pai dela exerce uma forga horizontal F(t) = fj cos(wt) que excita o balanco e faz com que a crianga descreva
um movimento oscilatério. Considere que a aceleracgao local da gravidade seja igual a g e que a resisténcia do ar
possa ser modelada como uma forga de resisténcia de mesma diregao e sentido oposto a velocidade da crianga,
com médulo dado por Fy, = bv.

Considerando valida a aproximagao de pequenas oscilacoes, determine:

a) a equagdo de movimento para o angulo de inclinagao 6(t) da haste do balanco com respeito a direcao
vertical.

Gabarito: Segunda lei de Newton para rotagoes

T=10"
F(t)L — bL?0' — mgLH = 10"

b g F(t)
/! —n g0 __ —\"J
o ma L9 mL’

Substituindo F(t) = fy cos(wt), chegamos a equagao de movimento desejada

b g focos(wt)
" Yo 9 JOUOS\WEY)
0" + m9 + L9 T

(2)

Marking Scheme:

propagam)

corrigido(unidades erradas por exemplo).
e Erros na parte (a) (além de aritmética e sinal) zeram a questdo. Erros de unidade perdem 1 ponto.

e + 3/3 Pontos por acertar a Equagdo de Movimento (Erros de sinal perdem 1 ponto por erro mas nao

e Erros de aritmética levam penalidade de 0.5 mas nao propagam exceto se gerarem um erro obvio de ser

b) a frequéncia angular w que resulta na maxima amplitude de movimento da crianca?
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Gabarito: A condi¢ao de maxima amplitude da oscilagao pode ser determinada investigando a solugao parti-
cular complexa 0(t) = fge?. Por simplicidade, considere um termo forcando f(t) = foe™?, tal que a solugao
do sistema fisico possa ser obtido a partir da parte real da solucao complexa. Dessa maneira, temos

b
—wzé)o + Z'ng() + EF)O =
m L

60 = fO b )
mL (i —w? 4+ im)
cuja amplitude é dada por

o (F-' (5)

2 b\ 2
A condigdo de amplitude méxima é obtida quando a quantidade A(w) = (2 —w2) + <w> é minima.

Derivando A(w) e igualando a zero, segue que

9 2 bw
g v
Wopt = E — o9m2 . (4)

Marking Scheme:
e + 2 Pontos por propor uma maneira coerente de achar a amplitude de oscila¢do(resolver a eq. diferencial
com ndmeros complexos, ou qualquer outro método).
e + 2 Pontos por desenvolver as contas do método acima obtendo o resultado correto.
e + 3 Pontos por derivar a amplitude com relagao a w e achar a amplitude maxima
e Erros de aritmética levam penalidade de 0.5 mas nao propagam exceto se gerarem um erro obvio de ser
corrigido(unidades erradas por exemplo). Erros de unidade obvios perdem -1 pontos por resposta.
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Q2 - Termodinamica (10 pontos)

Um fisico passard o inverno isolado dentro de casa e projetard um sistema de aquecimento para garantir o
seu conforto. O sistema visa manter a temperatura no interior de uma casa em T = 278K, enquanto a
temperatura média do ambiente externo é de Tr = 263K. O sistema dispoe de uma lareira que pode servir
como um reservatoério térmico de temperatura Ty = 600K. Objetiva-se transferir uma quantidade de calor AQ
para dentro de sua casa com o menor custo energético possivel.

Assumindo que o calor possa ser transferido da lareira tanto para o exterior da casa quanto o interior da casa,
qual a menor quantidade de calor que precisa ser retirada da lareira —AQ’ para que ele consiga injetar calor
AQ no interior da casa?

: '\\J//fm:f/f ),

s
4

|

Gabarito:

Nessa questdo desejamos injetar uma quantia AQ de calor na nossa casa através de retirar uma quantia de
calor —AQp da lareira. Claramente, podemos simplesmente retirar AQ) da lareira e diretamente injetar na
nossa casa, obtendo assim que —AQ; = AQ. No entanto, é possivel encontrar uma solugao mais eficiente, e
encontraremos o menor valor de —AQ) 1, que precisa ser retirado para esquentar nossa casa por AQ.

Para encontrar isso, considere um processo termodinamico entre os tres reservatorios. Naturalmente, para
maximizar eficiencia demandamos que a variacado de entropia é AS = 0, e por conservagao de calor temos que:

&jL (AQL) " AQr

Te ' To 7 0 )

AQ+AQL +AQr =0 (6)

Onde AQFr é o calor transferido pelo reservatorio frio. Resolvendo este sistema de equagbes para AQp em
fungado de AQ, obtemos para —AQL:

To(Tc —Tr)

—-AQr = AQ*TC(TQ T

~ 0.096AQ (7)

Que incredulamente, é muito menos calor que o resultado original de 1 - AQ.

Marking Scheme:

e + 3 Pontos se referenciou que optimamente esperiariamos variacao de entropia 0

e + 4 Pontos caso argumentou coerentemente como construir um processo termodinamico que injetasse

calor suficiente na casa/ ou argumentou uma solucao nao construtiva do problema

e + 3 Pontos se obteve o valor correto
Nota: Argumentos condizentes que tentam resolver o problema de outra maneira também sao considerados -
por exemplo por um método construtivo que tenta construir o processo termodinamico descrito acima. Para
essas solugoes a nota serd atribiida com base no progresso em construir um processo termédinamico nao trivial.
Note que apenas referenciar o processo de Carnot ou eficiencia maxima e construir um processo apenas com
base nisso constitui um processo trivial e nao sera dado pontos.
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Q3 - Optica geométrica (10 pontos)

Um objeto situado sobre o eixo éptico de um espelho concavo, a uma distancia p do espelho, tem sua imagem
projetada sobre um anteparo que dista L do espelho. Em um determinado instante, preenche-se parte da
superficie refletora do espelho com um liquido de indice de refracdo n, e agora a imagem final do sistema se
situa a uma distancia kp do espelho, de forma que k£ é um ntmero real positivo. Considerando que a superficie
do liquido em contato com o ar é plana e que a espessura do volume ocupado pelo mesmo é desprezivel em
comparagao com p, responda os seguintes itens:

Espelho
Objeto

a) Qual é o indice de refragao n do liquido em questdao? Dé sua resposta em fungao de k, p e L.

Inicialmente, sem o liquido, temos:

1 1 1

fp L
”aparente” para o espelho:

pﬂ:n_)pap:np

De forma que a imagem gerada pelo espelho agora é posicionada em p':

1 1 1
foomp P
Mas de 8, temos:
1 1 n 1 1 L pnL
P p L mp T m-DLtmp

tal que:

Pop 1
P n

n
Como o enunciado diz que p’ = kp, e substituindo p’, acabamos em:
ap ’ )

k+1 L
n=—-

k p+L

(8)

Ja com a adigao do liquido, primeiro devemos considerar a refragao na superficie do mesmo, gerando um objeto

(9)

(10)

(11)

Entretanto, apds ocorrer uma nova refragao na interface liquido-ar, finalmente temos a imagem final do sistema,

(12)

(13)
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Marking Scheme (6 pontos):

e Encontrar a posigao aparente do objeto (1,5).

e Achar a posicdo da imagem gerada pelo espelho, encontrando a distancia focal com a situagdo dada
inicialmente (2,5). Observagdo: foi dado 0,5 se o estudante escreveu a distancia focal do espelho em
funcéo de p e L.

e Relacionar a posicao da imagem final (kp) com a posi¢do da imagem conjugada pelo espelho (1,5).

e Encontrar o valor correto de n (0,5).

b) Considere que uma lente delgada biconvexa foi posicionada a uma distancia d & frente do anteparo, de
forma que a imagem final do sistema volta a ser projetada sobre ele. Supondo que ambas as superficies
da lente tenha raio de curvatura R, qual deve ser o indice de refracao n; do material que compde a lente?
Dé sua resposta em funcao de k, p, L, d e R.

Considerando que a distancia focal da lente é f’, temos:

| 1 11 L—kp
L SN . k) 14
P L —kp—d d P dL—kp—d) (14)

Por outro lado:

1 2
I = (- 1)@ (15)
Com essas duas equacoes, chegamos em:
R(L — kp)
=14 —r 16
M= S k= d) (16)

Marking Scheme (4 pontos):
e Encontrar a distancia focal da lente em fungéo das distancias dadas no enunciado (1,5).
e Montar a equacao dos fabricantes de lente (1,0) + encontrar n; em fungao de f* e R (1,0).
e Achar o valor correto de n; (0,5).

Q4 - Mecanica de fluidos (10 pontos)

Considere um tanque preenchido com um liquido de densidade p; até uma altura h e com um furo de raio r no
fundo. O furo é tampado com um cone homogéneo, de raio de base R > r e a altura da parte submersa é H,
com sua base plana voltada para cima.

Faca o que se pede nos itens a seguir.
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a) Determine a densidade critica do cone, p., para a qual ele se encontra na iminéncia de perder o contato
com o fundo do tanque. Dé sua resposta em fungéo de p;, R, v, H e h.

A forga que o liquido exerce sobre o cone é dada por:

F= plg‘/;fronco - Plghm"Q —F= plﬂ-g[ (R3 — TS) - h’l"2] (17)
3(R—r)
O cone perde o contato quando F' = Mg, logo:
H(R? —1r?) 9 3M(R—r)
M= —— —h = 18
PSRy T S R =) — 3R = ] (18)
Por outro lado, como M = p.V e o volume do cone é dado por:
1 H
V=_7R® 19
3"V R v (19)
Temos:
[H(R3 —73) — 3(R — r)hr?
= 2
Portanto:
3h 2 3h r3
l-——=+(=-1)= 21
pe=pll = 1+ (5~ D) (21)

Marking Scheme (6 pontos):

e Encontrar o volume do tronco de cone (1,0).
Calcular corretamente o termo associado ao empuxo na for¢a que o liquido exerce sobre o cone (1,5).
Descontar o termo devido & auséncia de empuxo na extremidade inferior do tronco (1,5).
Igualar a forga obtida com o peso (1,0).
Calcular o volume do cone e, consequentemente, p. (1,0). Serd descontado 0,5 se o valor encontrado para
pe estiver incorreto.

b) Suponha neste item que o nivel de liquido é mantido fixo em H = h, isto é, quando a base do cone fica
no mesmo nivel da superficie livre do liquido. Esboce o grafico da razao entre a densidade critica p,
para a qual o cone perde contato com o fundo do tanque e da densidade do liquido, %, pelo parametro

geométrico k = r/R, k € (0, 1). Comente o resultado obtido.

Fazendo as substituicoes r = kR e H = h, temos:

k’R? k2R3
pe= (1 =3 + (3= 1)"0) (22)
Temos entao:
Pe _ok3 —3k2 41 (23)
pi

Cujo perfil da curva pode ser observado na figura a seguir.

Vale ressaltar que a razao decresce monotonicamente no intervalo considerado, e como o valor maximo dela
é 1, sempre teremos p. < p;. Destaca-se que k£ = 0 corresponde a situagao em que o cone estd inteiramente
imerso no liquido, o que significa que a densidade critica do cone deve ser igual a do liquido, como era esperado.
Conforme k tende a 1, a densidade critica tende a 0, implicando que, no limite, ndo ha material tal que o cone
perca contato com o fundo do recipiente (no caso, sua base estaria no nivel do fundo do recipiente).
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Figura 1: Gréfico da funcdo £e = 2k3 — 3k% +1

Marking Scheme (4 pontos):

e Encontrar a razio 2 em funcao de k (0,5).

e Esbogar o gréfico (2,5).

e Comentar o comportamento observado (1,0). Observagao: em fungdo de minimizar o efeito de erros
cometidos no item a na avaliacao do item b, ser4 considerado 50% da pontuacao do item b caso o estudante
encontre uma expressao para a razao que tenha significado fisico (razdo < 1 e derivada < 0 em todo
intervalo pedido de k), esboce o grafico e mencione esse comportamento no seu comentério.

Q5 - Eletricidade (10 pontos)

Considere uma distribuigao linear de N > 1 cargas elétricas puntiformes de valores +@Q e —@Q alternadas. As
cargas sdo distribuidas de tal forma que a distdncia entre duas cargas vizinhas é dada por a, como ilustra a
figura a seguir. Esse é um modelo simplificado unidimensional de um cristal i6nico, como o sal de cozinha

(NaCl).

A permissividade elétrica do meio é dada por gg. Faca o que se pede nos itens a seguir.

a) Calcule o potencial elétrico Vi, gerado em um sitio ocupado por uma carga @, devido as demais cargas.
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O potencial elétrico solicitado é dado por, no sitio de uma carga positiva:

2KQ & (-1)"
Vi = === 2

n=1

Dessa maneira, deduz-se a expressao

a> a® a*
In(1 =a— —+—=———+..
n(l+a)=a 5 + T~ 1 +
Segue, portanto, substituindo a = 1 em 25,que
2K
Vit = _2KQ In(2).

O somatdério pode ser determinado através de uma expansdo de Taylor da funcdo In(x) em torno de x = 1.

b) Calcule a energia eletrostatica por sitio, Ug /N ,da distribuicao de cargas. Caso ndo consiga resolver o item
anterior, deixe sua resposta em funcao de Vi ;.

A energia eletrostdtica total do sistema pode ser escrita como

1 KQ2N
Ug = 5; Qi Viat = — % In(2) (27)
Up  KQ?
N, e 28)

Note que embora V,+ dependa do sinal da carga, o produto @;V.+; sempre tem o mesmo sinal, e portanto o
somatorio acima é bem definido. Note também que quando N >> 1, o sistema possui simetria translacional, e
por isso o somatorio é simplesmente uma multiplicagao por N. Obviamente, essa simetria nao vale perto das
bordas do sistema, mas esse efeito é suprimido por um fator de 1/N no limite termodinamico.

Marking Scheme:
e Escrever a expressdo para o potencial elétrico corretamente (43, esquecer o fator de 2 rende somente +1)
e Simplificar o somatério para in(2) (44, falar que diverge rende 0, separar em positivo - negativo rende 0,
deixar a serie ndo computada rende 0).
e Escrever a expressdo correta para a energia total ou U/N (+3, esquecer o fator de 1/2 na energia por sitio
rende somente +1, respostas que nao fazem sentido no limite termodindmico rendem 0 pontos).
e Erros nao serao propagados, a ndo ser os absurdos, o que fica a critério do corretor.

Q6 - Magnetismo (10 pontos)

Considere uma particula de carga g e massa m se movendo em uma regiao na qual existe um campo magnético
B = BZ% e um campo elétrico E = Eg. O movimento da particula é restrito ao plano zy. Seja 7y = z(0)Z+y(0)y
a posigao inicial da particula e ¥y = v;(0)Z + v, (0)7 sua velocidade inicial, ambas tomadas no instante ¢t = 0.

a) Determine um sistema de equagdes que deve ser satisfeito por v,(t), vy (t) e suas derivadas.
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A segunda lei de Newton para a particula pode ser escrita como:
mi = qBj + qBi x 2 (29)
As equagoes diferenciais para z(t) e y(t) sdo, respectivamente, em termos de w,:

i = weg (30)

j=—we(d - =) (31)
Para ”desacoplar”essas equacoes, considere v, = & e v, = ¥, tal que as equagoes 30 e 31 podem ser reescritas,
depois de derivar a equagao 30 mais uma vez em relacdo ao tempo, como:

By = wedy (32)

Uy = —we(vy — %) (33)

b) Encontre a solugao geral das equagdes de movimento da particula z(t) e y(t). Sua resposta pode ficar em

- ~ . , B oA
funcao da frequéncia de ciclotron w, = 42 e condigoes iniciais.

Dali, temos:

2
c

@l =
w@
N

Uy —l—wfvgg =w

Logo, a solugao geral para v, (t) é:

E
vz (t) = Creos(wet) + Casen(wet) +

— 35
= (35)
Da mesma forma, para v,(t), temos:

vy (t) = —Crsen(w.t) + Cacos(w,t) (36)

Integrando as duas ultimas equagoes mais uma vez, chegamos em:

Cq Cs E
() = — ) — — et —t+C, 37
x(t) o sen(w.t) o cos(wct) + 3 + (37)
C C

y(t) = w—lcos(wct) + fsen(wct) +C, (38)

De forma que C1, C2, C; e Cy sao constantes determinadas a partir das condigoes iniciais.

c¢) Assumindo que as condigdes iniciais sdo z(0) = 0, (0) = £ — A, y(0) = 0 e y(0) = 0, qual deve ser o
valor de A tal que a trajetéria resultante da particula seja uma cicloide? !

LA cicloide é uma curva correspondente a trajetéria de um ponto na borda de um disco que rola sem deslizar sobre um plano.
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As 4 condigbes iniciais geram as seguintes relagdes, respectivamente:

C
0=-—224+0C, (39)
We
E E
E*A:C&‘FE%A:*C& (40)
Ch
0=—+¢C, 41
Z2+c, (41)
0=0Cq (42)
Ou seja, temos Ch =C, =0, Cy = —-Ae Cy = u%. Dai, as equacoes horérias ficam:
A FE
z(t) = w—c(ﬂwct — sen(wct)) (43)
A
y(t) = w—(l — cos(wet)) (44)
Para que z(t) siga o formato esperado para a cicldide, temos % =1,isto é, A= %.

Marking Scheme:
e Escrever a segunda lei de Newton corretamente (+2, se houver erro rende 0 nesse item).
e Separar a equagao vetorial em componentes x e y e exprimir tudo em func¢ao apenas das velocidades e
suas derivadas (+1)
Desacoplar as equagoes diferenciais (+2)
Escrever as solugoes gerais (+2, se faltar termos +1)
Usar as condigdes iniciais corretamente (+2)
Concluir corretamente com condicdo para a trajetdria ser uma cicloide (+1)
Solugoes que comegam com a lei de Newton escrita errada podem ganhar pontos caso as equagoes de
movimento como apresentadas possuam algum sentido fisico, o que fica a critério do corretor.
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