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Q1 - Equilibrando um cabo de vassoura (10 pontos)

Considere que um cabo de vassoura pode ser modelado como barra homogénea de comprimento L e massa M,
mantido verticalmente sobre uma superficie horizontal dspera (como uma mao), apoiada em seu ponto mais
baixo. A barra estd inicialmente em repouso e inclinada de um pequeno angulo 8y com relacao & direcao vertical
e comega a cair sob a influéncia da gravidade g.

Para evitar que a barra caia, pode-se movimentar horizontalmente a superficie dspera e controlar a posigao
horizontal z(t) da base do cabo para corrigir pequenos desvios angulares e manter o equilibrio vertical da barra.
A situacéo estd representada na figura a seguir.

-
Q

Inicialmente, considere o caso mais simples, no qual o ponto de apoio da barra é mantido em repouso, i.e., a
fungéo x(t) é constante.

a. Determine a equagdo do movimento da barra em fungdo do dngulo 6(t) quando o 2,0pt
ponto de apoio da barra é mantido em repouso.

b. Na situagao do item anterior, determine o tempo 79 necessario para o angulo atingir ~ 3,0pt
a inclinagao 0(12) = 26,.

A partir do préximo item, discutiremos algumas caracteristicas da funcdo x(t) que possibilitem equilibrar a
barra.

c. Determine uma condi¢ao que a funcao x(t) deve satisfazer para que a inclinagdo da  2,0pt
barra nao aumente.

Suponha agora a presenca de uma pequena resisténcia do ar, cujo efeito s6 pode ser percebido apés um tempo
de observagao suficientemente longo. Considere ainda que a posicao da base da barra seja controlada por uma
fungao oscilatéria da forma z(t) = —xzg cos(wst).

d. Supondo que z( e wy sdo ajustados a fim de garantir a estabilidade da barra, encontre  3,0pt
a amplitude das oscilagoes angulares que podem ser observadas na barra apés um
intervalo de tempo muito longo.

Gabarito:

a. Determine a equacgao do movimento da barra em fungao do angulo 6(¢t) quando  2,0pt
z(t) é constante.
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Para obter a equacgao do movimento da barra, precisamos considerar o torque gerado pela forca da gravidade
em torno da base da barra. A barra, de massa M e comprimento L, experimenta um torque devido ao peso
Mg aplicado no seu centro de massa, localizado a L/2 da base. O torque 7 é dado por:

MgL
r==7 sin(6)

A equacao do movimento para a barra é baseada na segunda lei de Newton para rotagao:
10 =7

onde [ = %M L? é o momento de inércia de uma barra de comprimento L e massa M em torno da sua base.

Substituindo 7 e I, obtemos:
1 . MgL
3 ML= =22

Para pequenos angulos, podemos aproximar sin(f) ~ 6, o que resulta na equacao diferencial:

sin(6)

. 3¢
0+ —=60=0
+ 2L

Esta é a equacdo do movimento da barra, que descreve um movimento oscilatério instdvel quando x(t) é
constante.

Marking Scheme:
e Célculo de torque (0,5 pt)
e 2% lei de Newton para rotagdes (0,5 pt)
e Resposta final (1,0 pt)

b. Na situagao do item anterior, determine o tempo 7o necessario para o angulo  2,0pt
atingir a inclinacao 6(72) = 26y.

A equacao diferencial obtida no item (a) é do tipo harmoénico simples, com solugao geral:

39
0(t) = Ope™, A=/
( ) 0 ) 27,
onde ) é a taxa de crescimento exponencial devido & instabilidade do sistema. Queremos encontrar o tempo
T2 para o qual 0(1) = 26y, ou seja:
200 = (9()6)\7—2

Cancelando 6y em ambos os lados e resolvendo para 7s:

In(2
6>\T2 =2 = To = Il( )
A
Substituindo o valor de A, obtemos:
In(2)
T2 =
3g
2L
Marking Scheme:
e Solugao da equagao diferencial (1,0 pt)
e Valor de 75 (1,0 pt)
c. Determine uma condigao que a funcao x(t) deve satisfazer para que a inclinagdo  3,0pt

da barra diminua.
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Para evitar que a inclina¢do da barra aumente, é necessdrio que o movimento da base x(t) compense a
inclinagdo. Para que esse efeito ocorra, é preciso haver uma aceleragao a do ponto de apoio z(t) na diregao
da barra inclinada. Adotando a base da barra como um referencial ndo inercial, surge uma forca ficticia de
Einstein, aplicada no centro de massa da barra.

Fazendo o equilibrio de torques com respeito a base da barra, temos que:

L L
Ma— cosf = Mg— sinf
2 2
Para pequenos angulos, podemos usar as aproximacoes cosf ~ 1 e sinf =~ 0. Assim, a equacao se simplifica

para:

L L
2 _ 0z
5 7975

Cancelando % em ambos os lados, obtemos a condi¢ao para que a inclinagado permaneca estavel:

a= g6
Quando essa igualdade é satisfeita, a inclinacao da barra nao aumenta. Para que a inclinagao da barra

diminua devemos satisfazer a condigao

a > go.

Marking Scheme:
e Torque gerado pela forga de Einstein (1,0 pt)
e Aproximacao para angulos pequenos (1,0 pt)

e Resposta final correta (1,0 pt)

d. Supondo que zy e w; sao ajustados a fim de garantir a estabilidade da barra,  3,0pt
encontre a amplitude das oscilagoes angulares que podem ser observadas na barra
apés um intervalo de tempo muito longo.

Equacao de movimento em funcao da aceleragao A do ponto de apoio com aproximacao de angulos pequeno:

ML?

9//
3

L L
Mg=26— MA=Z =
99 2

O valor da aceleracio A = zow?cos(wit) pode ser encontrado diretamente e substituido na equaciao. A
forca inercial atua como um termo forcante na equacao do oscilador. A equacao de movimento na situacao
descrita é dada por

9" 3g

3
- EQ = —xow%ﬁcos(wlt).

A amplitude solicitada pode ser encontrada procurando solugoes dessa equagao diferencial do tipo 6(t) =
0 acos(wit), o que nos leva a uma equagao algébrica simples para o parametro 64, cuja solugdo é dada por

To w%w%
04 = o 02 42
g wi + wq

Marking Scheme:
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e Equagdo do oscilador harménico for¢ado (1,0 pt)

e Calculo de A(t) (0,5 pt)

e Busca de solugoes do tipo 0(t) = §acos(wit) (0,5 pt)
e Valor de 64 (1,0 pt)
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Q2 - Péndulo em uma semicircunferéncia carregada (10 pontos)

Uma carga elétrica é distribuida uniformemente, com densidade linear A > 0, ao longo de uma semicircunferéncia
com centro em O, e raio r, mantida fixa num plano vertical, conforme a figura abaixo.

Seja E(P) o campo elétrico dado pela distribuicao de carga no ponto P do plano mostrado na figura e seja
E=E)+El,

a decomposi¢ao do campo em componentes paralelos e ortogonais em comparagao com a linha OP.

a. Seja P’ é o ponto simétrico de P em relagao ao centro O da circunferéncia. Demonstre  2,0pt
que

—

E (P =E.(P).

Gabarito:

a) Se dividimos o semicirculo em duas partes, a primeira, AB, simétrica em relagdo a direcio OP, e uma
segunda parte, BC. O campo produzido no ponto P’; assim como em P, devido a distribuicao de carga no
arco AB, por simetria, esta dirigido ao longo da direcao OP. Isto é, a carga do arco AB pode ser considerada
como duas cargas pontuais dg, situadas a mesma distancia do ponto P’. Entao, o campo produzido em P’
é o campo resultante destas duas cargas.

Dessa forma, a carga distribuida no arco BC, d@Q = 2\r¢, é a responsavel pelas componentes dos campos
perpendiculares a diregao OP, que terao o mesmo médulo, por simetria, ver figura abaixo.
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Marking Scheme:

e 1,0 por estabelecer que E em P e P’ é criado por 2Arp (simetria), ou método equivalente.

e 1,0 por chegar a igualdade desejada.

Um péndulo estd pendurado em um pino O que coincide com o centro do semicirculo. O péndulo é composto
por uma pequena esfera de massa m e carga elétrica ¢, fixada a um fio inextensivel e de massa desprezivel, de
comprimento [ < 7, conforme mostrado na figura. Queremos determinar a forga restauradora quando o péndulo
é movido da posicao de equilibrio por um pequeno angulo ¢ até o ponto P. Para maior clareza, na figura a
seguir mostra o angulo ¢ com uma amplitude muito maior que a real.

b. Mostre que, na situagao descrita, o médulo da componente perpendicular ao fio,  3,0pt
do campo elétrico em P, pode ser expresso como ap, onde o é uma constante.
Determine a expressao de a.

Gabarito:

b) Na figura a seguir, o raio vetor R=rF+l=ri+ lj e a carga dQ, definem o campo

, dQ R dQ ri+lj
Ep(dQ) = = =
p(dQ) dmey R3 4rreq (r2 +12)3/2
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Dai, a componente perpendicular é

= 2Arp i
Ef =
P(dQ) d7eg (7“2 —|—l2)3/2
O moédulo é dado por
A r?
ES(dQ) = o s =

© 2meg (12 +12)3/2

onde
A r2

“= 2meg (12 +12)3/2°

Marking Scheme:
e 1,0 pelo campo vetorial.
e 1.0 pela componente perpendicular do campo.

e 1,0 pela expressao final com a.

Considere que o periodo das oscilagoes desse péndulo, no caso em que a semi-circunferéncia nao esteja carregada,
é Ty = 1 s. Quando a esfera é carregada, had uma modificagao do periodo de oscilagao do péndulo.

c. Determine o periodo T', de pequenas oscilacoes do péndulo com ¢; < 0. 2,0pt

Gabarito:

¢) A equagao de movimento do corpo é dada por:

d?¢ d? mg — aq
ml—s (mg —aq)p = - + ( — )w

A frequéncia angular é dada pela equagao

e J9 4 ) o Q4 4r? g
B ml NLoml NV ol 12 ol
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Finalmente
21 2 1

2 _ &g _ agq
w 4m 1 An2ml

Marking Scheme:
e 1.0 pela equacao do movimento.

e 1,0 pela expressao do periodo.

Na condigao vista até aqui, |mg| > |q1E Al, garante que no ponto A exista uma posigdo de equilibrio estével.
Suponha agora que a esfera do péndulo é carregada até g2 > 0, tal que |g2| > |g1|. Nesse caso, pode acontecer
que |mg| < |QQEA|7 e que, A nao seja mais um ponto de equilibrio estavel do sistema, passando a ser, esta nova
posigéo, o ponto A’, diametralmente oposto ao ponto A. Se sabemos que essa nova configuragdo é possivel com
72 =2q.

d. Encontre uma expressao para a constante «, em funcao de ¢q1, m e g, para que o 3,0pt
novo periodo de oscilacao, em torno da nova posicao de equilibrio, T”, seja igual ao
anterior, T.
Gabarito:

d) Temos que
d2 d2 _
mi=2 = —(aga — mg)p = £2y (OM> =0

dt? dt? ml
w2 = aqz —mg —w?= mg — aqi
2 ml ! ml
2mg

alqn +q2) = 3aq =2mg — a = 30
q1

Marking Scheme:
e 1,0 pela equagao do movimento.
e 1.0 pela igualdade das frequéncias.

e 1.0 pela expressao final.
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Q3 - MRU e MRUYV relativisticos. (10 pontos)

Parte I - Movimento relativo entre SRI’s

As transformagoes de Lorentz para o espago-tempo entre dois sistemas de referéncia inerciais (SRI) que se
movem com uma velocidade relativa v constante entre si podem ser descritas pelas seguintes equacoes:

ct’ = vy(ct — Bx)

' =y(x — vt)
Y=y
2 =z,
ou, em representagao matricial:
ct’ v =B 0 0 ct
1 =8 v 00 T
! 0 0 1 0 Y
z' 0 0 0 1

Considere trés referenciais inerciais S, S’ e S”. O referencial inercial S’ move-se com velocidade constante vy
em relacao ao referencial S. O referencial S”, por sua vez, move-se com velocidade constante v, em relagao ao
referencial S’, ambas velocidades na direcao x.

a. Encontre a expressao para a velocidade vs, do referencial S” em relagdo ao referen-  3,0pt
cial S.

Observagao: Nao serao aceitas respostas sem demonstracao.

Gabarito:
a)
ct! gal 1B 0 0\ fct
| 1m0 0]z
v | | o 0 1 o) y
! 0 0 0 1 z
ct” Y2 —v2B2 0 0\ [t Y2 —72B2 0 0 Mmoo —mBr 0 0\ [et
2" =B o2 0 O =B 2 0 O |-mB om0 0=
v | | o 1oy | | o 0 10 0 0o 10|y
2" 0 0 1 ! 0 0 0 1 0 0 0 1
Dai.
3 —vBs 0 0 Y2 —72B2 0 0 o —mbBr 00
=B 3 0 0] f[-rB 1 O O0l|l-mnb m 00
0 o 1of | o 0 10 0 0 10
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
Assim...
Y3 = Yov1 + 11728162 = 1271 (1 + B152)
e
Y383 = 28271 + 717201 = Y271 (B2 + B1)
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Multiplicando a equacao de cima por (3 e igualenado com a segunda...

+
B3v2yi(1 4 B1f2) = v2ni (B2 + B1) = B3 = {817&%2
Sabendo que 8; = %, substituindo...
v2 + U1
Vg = ————
1+ vive

Marking Scheme:
e 1.0 pelas expressoes matriciais das transformacoes de referenciais
e 1,0 pelas equagoes de v3 (1,0) e v383 (1,0)

e 1,0 pela expressao final de vs

Parte II. Movimento retilineo uniformemente acelerado relativistico

Na teoria da relatividade é tradicional o uso de quadrivetores. Existem quadrivetores “contravariantes”e “cova-
riantes”, nesta questao dispensaremos aspectos especificos relativos a estas denominagdes, apenas, em relacao a
notacao, um quadrivetor covariante pode ser representado como

ry, = (20, 71,72, 23) = (0, T)
e um quadrivetor contravariante,
ot = (29, —21, —72, —73) = (20, —T).
Os subindices 7 na variavel x; representam as diregoes do espago tridimensional convencional. A coordenada g

do quadrivetor é a coordenada temporal xg = ct. No que segue, usaremos apenas esta notagao, sem entrar em
pontos mais especificos dessa distingao.

x
Associado ao vetor velocidade 7, de coordenadas v, = d—ta, a =1,2,3, podemos definir quadrivetor velocidade,
. . dz,,
ou quadrivelocidade, u, = s com a=0,1,2,3.
T
b. Demonstre que a quadrivelocidade pode ser expressa pelas seguintes expressoes: 2,0pt

U = YVo = 7(676) = 7(07 Uzavwvz)-

Gabarito:
b)
B d:ﬂia _dz, dt
Yo = 0 T Tdt dr
dr = dt\/ 1-—
/ ’U2
02

Entao, substituindo:

10
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Marking Scheme:
e 1.0 pt pela expressao de uq

e 1.0 pt pelo resultado final

Define-se 0 movimento relativistico uniformemente acelerado, aquele em que a aceleragao a, no referencial
préprio (em cada instante de tempo) permanece constante em cada instante. O referencial préprio do mével é
aquele no qual a sua velocidade é nula. Nesta tltima parte da questao, vocé pode assumir que o movimento é
unidimensional. O quadrivetor aceleracao, ou quadriaceleracao, é definido como

Pro _ dug

b= "0 T g
c. Em funcgado das informacoes acima, escreva o quadrivetor aceleracdo para este sis-  3,0pt
tema, em termos de v, v e 0.
Gabarito:
o Pz du®  du® dt du®
Q@ =E—e—= —— = Y —
dr2 " dr  dt dr | dt
Se
0 du® d () dy d 1
o= — = —(y¢) = =c—
at dt'! at ~ Cdt o
02
oot d N 1w
dt dt c2 o ¢ ( _£)3/2
c2
5 e d dv® :
U vy v v v U
a=123=—=—(y) @y = +
” dt  dt dt at ¢ 213/2 21/2
I-%)" (0-%)
Finalmente
o du® du® v V- n v
= =05 =7
d dt 2 213/2 a1/2
! -2 (-%)
Marking Scheme:
e 1.0 pt por desenvolvimento correto de a, em termos de t.
e 1,0 pt pelo resultado final da componente o = 0.
e 1.0 pt pelo resultado final da componente o = 1,2,3.

O produto interno entre dois quadrivetores, z* e y,,, é definido como a soma dos produtos de suas componentes
correspondentes, considerando o sinal apropriado para os componentes espaciais. Com a notacéo z, = (2o, %)
e z* = (xg, —T), o produto interno pode ser escrito como:

x“yu =ZToYo — XY,

em que Iy e Yo sdo as componentes escalares, enquanto Z e ¥ representam os vetores espaciais associados.

11
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d. Mostre que o movimento uniformemente variado relativistico satisfaz a condigao 2,0pt
a%aq, = C,

em que C é uma constante. Determine ainda o valor de C.

Gabarito:

Do item anterior, temos que

a0 e
I G R R (R

Adotando o referencial solidério ao corpo:
V=17, =a; = ag
e v = 0, a velocidade instantanea no referencial préprio, portanto:
a® = (0, —az, —ay, —a,) = (0, —aop, 0, 0)

Entao
Ao = (O7CL07O,O) = aaaa = —a% =C
Marking Scheme:

e 1.0 pt por desenvolvimento algébrico em refernecial genérico ou por escolha do referencial solidario
a0 Ccorpo.

e 1,0 pt pelo resultado final

12
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Q4 - A Juncgao de Josephson (10 pontos)

Neste problema, estudaremos a Jung¢ao Josephson, um dispositivo fundamental na fisica da supercondutividade.
A Juncao Josephson consiste de duas camadas supercondutoras, separadas por uma barreira isolante finissima,
que permite a passagem de corrente elétrica (por tunelamento quantico!), veja a Fig.la. Neste problema,
estudaremos como este dispositivo interage com resisténcias, num circuito elétrico.

[13

Cada Juncao Josephson é definida por 3 parametros. Duas constantes, uma corrente maxima Ic e uma “in-
duténcia” L; e um angulo varidvel ¢(t), a diferenca de fase entre as duas camadas supercondutoras da jungéo.
Dado esses parametros, a corrente I4p e a voltagem V4p na juncdo satisfazem as duas equagoes de Josephson:

d¢

Iap =I¢sing, Vap= LE

(1)

Estudaremos a jungao como um componente do circuito eletrico da Fig.1c, onde um resistor, a juncao J e uma
fonte de corrente fixa Iy estao em paralelo.

— I
c A A 0
[
A B J R J
B
] B [
(a) Um esquema da juncao J. (b) O simbolo da jungéo J. (c) O circuito RJ.

Figura 1: (a) Um diagrama da juncao J, entre duas faces supercondutoras A, B. (b) O simbolo de J como um
componente elétrico. (¢) Um circuito com um resistor, a jungao, e uma fonte de corrente em paralelo.

a. Encontre uma equagao diferencial (néo linear) para a diferenga de fase ¢(¢) da jungdo  1,0pt
do circuito da Figura 1c. Dé sua resposta em funcao de R, L, I¢, Iy e ¢.

Agora, vamos analizar a dinamica do circuito. Curiosamente, veremos que sua dinamica depende bastante
do sinal de Iy — Io. No restante dessa prova considere que estamos observando o sistema apdés um tempo
suficientemente longo ¢, tal que nao temos mais efeitos transientes no sistema.

b. Assumindo que I¢ > I, encontre uma solucao para ¢(t). 2.0pt
C. Assumindo que I < I, encontre ¢(t), em fungao de I¢, Iy, L, R. Vocé pode querer  3.0pt
usar a integral imprépria:
dx 2 tan(z/2) — «
= tan | —————=—— |, onde a < 1. 2
/l—asin(x) marc an( Vi onde « (2)
d. Usando suas respostas da parte b, c, calcule o valor médio da voltagem (Vag) 4,0pt
(definida abaixo), em fungao de R, Iy, Ic. Faga um esbogo de (Vag) conforme I
varia.
1 (T
Vas) = Jim 7 [ dt-Vas(t) )
Gabarito:

13
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a)

Sabemos que a voltagem entre AB é dada por:

L dg(t)
- = (®)
R dt
Onde Ii é a corrente passando pelo resistor. Alem disso, sabemos que a corrente fixa injetada [y deve
obedecer:

VAB:L%?):R-IR@) = IR

Io = Ir(t) + Ic sin ¢(t) (5)

Combinando tudo, temos uma equacao diferencial para ¢(t):

L do(t .

E% +Icsing(t) —Ip =0 (6)
Marking Scheme

do

e +0.5 Pontos por relacionar Ir e
e +0.5 Pontos pela equagdo diferencial final correta

b)

A solucao se Ic > I, é simplesmente ¢(t) = ¢g, onde ¢g é:

¢o = arcsin (f) (7)

C

Note que essa solugao nao é mais valida para I < Ij.

Marking Scheme
e +1.0 Pontos por perceber que a unica solugao possivel é ¢(t) constante
e +1.0 Pontos pela expressa final de ¢(t)

c) Nesse regime temos:

do R

Iy — Icsi = ————0— = —Iydt 8
(I~ Tosing) = g oo =7l ®

i _R
dt L

/7d¢ Elot = 2 arctan (tan ¢/2— a)
1—a?

1—asin¢:L V1— a2
RI
¢(t) = 2arctan <a +v1—a?tan <2L0t 1- a2>) + @ (9)

Onde definimos o = ITi’ e ¢ é uma constante de integragao arbitréria.
Marking Scheme

e +1.0 Pontos por relacionar [ % = %Iot

e +2.0 Pontos por ¢(t) correto

e Penalize 0.5 Pontos por ndo incluir uma constante arbitréria de integracao em ¢(t)

14
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d)

Para a voltagem média (Vap), perceba que para Ic > Iy temos simplesmente, (Vag) = 0 ja que ¢(t) é
constante.

Para I < Iy, temos que computar o valor médio de q;it) com ¢(t) computado pelo item acima. Note que

isso é mais simples do que parece ja que ¢(t) é periodico (dentro de fatores de 27), e para achar o periodo
basta perceber que o periodo temporal T ¢é tal que:

1

RIO L
\/ T =nm = T=2
m WRI Wiy

Ja que o periodo de tanz é w. Com isso, temos que:

T 2
2 |1

(Vas) :/0 dt - qubi) : —; = RIp\V/1—a? = RIpy |1 — Tg =R\/Ig - I (11)
0

Dessa forma temos:
0 para I¢ > I,
(Vap) = { s (12)

R\/I§ — I caso contrério

O esbogo de (V4 ) esta abaixo:

(Vag)

Vale notar que até Io a voltagem media é 0.
Marking Scheme
e +1.0 Pontos por escrever que para I >= I a voltagem média é 0.
e +1.0 Pontos por notar que para Ic < Iy o valor médio da voltagem é 2%

e +1.0 Pontos pela expressao de T correta

+1.0 Pontos pelo gréfico correto indicando o ponto I¢ no grafico.

Penalize 0.5 Pontos por erros algébricos.

15
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Q5 - Particula confinada num pogo carregado (10 pontos)

Considere uma particula de massa m e carga ¢ > 0 confinada em um poco de potencial quadrado unidimensional
na regiao 0 < x < L. Nesse problema, discutiremos a relagao entre o comprimento de onda de de Broglie A da
particula com as autoenergias desse sistema em diferentes condigoes.

Inicialmente, a particula nao estd sujeita a nenhuma forca, a nao ser a de confinamento.

a. Qualis os possiveis valores apresentados nos estados estacionarios do produto k,, - L, 2,0pt
2T L , . X .
em que k, = * sao os possiveis valores nimeros de onda associados a particula

n
em estados estacionédrios?

b. Determine as autoenergias F,, que podem ser apresentados pela particula nos seus  1,0pt
estados estaciondrios. Deixe sua resposta em termos da constante de Planck h,
massa m e largura de pogo L.

Posteriormente, as paredes do pogo sao carregadas e um campo elétrico uniforme £z é estabelecido ao longo do
pocgo.

c. Calcule qual a energia potencial U(z) adicional que deve ser considerada para re- 1,0pt
presentar o efeito do campo elétrico uniforme aplicado ao longo do pogo. O ponto
x = 0 como a sua referéncia de energia potencial.

No caso de particulas confinadas em uma regiao do espago de energia potencial nao constante, é possivel definir
um valor do comprimento de onda de de Broglie local A(z) para particulas com uma energia total E.

d. Determine o niimero de onda local associado a particula em funcao da sua posicao x:  2,0pt
27
k() = —
(z) NS
e. Apresente a equagao algébrica que deve ser satisfeita pelos novos autovalores E,,  3,0pt

do sistema para estabelecer ondas estaciondrias no pogo com presenca do campo
elétrico £ # 0.

f. Faga esbocos de duas autofuncgoes ¢, (x) distintas no pogo com presenca do campo  1,0pt
elétrico € # 0. Indique aspectos qualitativos relevantes das autofuncgoes.

Gabarito:

(a) Os possiveis valores de k,, - L nos estados estaciondrios sao
kn-L=nm, n=1,2,3,...

Isso reflete as condigoes de contorno do problema, em que as ondas estacionarias devem ter nds nas
fronteiras t =0 e z = L.

Marking Scheme:
e 1pt - Aplicagao correta de Eq. de Schrodinger ou Comprimento de onda de de Broglie.
e 1pt - Resposta final correta.

(b) As autoenergias E,, nos estados estaciondrios sdo dadas por
n2h?

nzm7 n:1,2,3,...
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Marking Scheme:
e 1pt - Resposta final correta.
e Possivel penalidade de 0,5 pt por pequenos erros algébricos.

A energia potencial adicional devido ao campo elétrico uniforme é

U(z) = —g€x.

Marking Scheme:
e 1pt - Resposta final correta.
e Possivel penalidade de 0,5 pt por pequenos erros algébricos.

O ntumero de onda local associado & particula em funcao de sua posigdo x é dado por
2w
k(z) = 7\/2m(E +¢€x).

Marking Scheme:
e 1pt - Célculo do momento da particula p(x).
e 1pt - Relacdo A(x) e k(x)
e 1pt - Resposta final correta.

Para o caso com &£ # 0, os autovalores FE,, devem satisfazer a condi¢do de acimulo de fase de 2nrw
em um caminho fechado para ondas estacionérias. Logo, para metade do caminho temos de ter um
acumulo de fase de nw. Assim:

9 L
% V2m(E, +¢€x)de =nw, n=1,2,3,...
0

Calculando a integral, podemos chegar a seguinte expressao algébrica:

3nh | q&
En 3/2 E3/2 — .
(En + q€x) " 4 2m

e 1pt - Condigao de estabelecimento de onda estacionaria.

Marking Scheme:

e 1pt - Desenvolvimento correto da integral para pelo menos um valor de E,,.
e 1pt - Resposta final correta.

No caso do pogo com a presenca do campo elétrico (€ # 0), o potencial inclinado gera autofungoes
oscilatorias assimétricas, com maior densidade de oscilagao nas regides onde o comprimento de onda
local A(x) é menor, i.e., préximo de x = L). A amplitude de probabilidade |1/, (x)|? é maior na regido
préxima de z = L.

Marking Scheme:
e 0,5 pt - Variacoes mais rapidas na regiao de menor energia potencial.

e 0,5 pt - Discussao correta sobre amplitude de probabilidade ou diferente ntimero de nés das
autofuncoes.
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