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FORMULARIO

Ao longo das questdes, vocé pode precisar utilizar os seguintes resultados / defini¢oes:

ﬁ{ﬁ.d%:///(ﬁ.ﬁwv

Divergente em coordenadas cartesianas:

e Teorema da divergéncia:

Oy % n ov,
or dy 0z

e Divergente em coordenadas cilindricas:

= 10 10vg Ov,
V=it e Yo
e Definicao do operador laplaciano: .
V2=V Vo

Operador laplaciano em coordenadas cartesianas:

P %9 P09

2 —_—
Ve = ox2 = 0y? 022
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Q1 - Péndulo de Foucalt (20 pontos)

O péndulo de Foucault é um experimento projetado para demonstrar a rotacao da Terra, cujo nome é uma
homenagem ao seu criador, o fisico francés Léon Foucault. O experimento original consiste em suspender um
peso de M = 28kg na extremidade de um fio suspenso de L = 67m, livre para oscilar em qualquer direcao no
plano horizontal. O peso é feito de ago e tem um raio de aproximadamente 9,5 cm.

A medida que o péndulo oscila, a rotacao da Terra causa uma lenta precessao do plano de oscilagao, visivel ao
longo de um intervalo de tempo suficientemente longo. O péndulo original do cientista franceés, instalado em
1851 e mostrado pela Figura [l continua em exibicao no Panthéon de Paris.

Figura 1: Foto do Péndulo de Foucalt em Paris.

Ao longo de todo o problema, consideraremos o estudo do movimento do péndulo para pequenas oscilagdes.
Assuma que a aceleracdo local da gravidade em Paris vale g = 9,81 m/s? e que sua latitude seja de A\p = 48°.
Responda aos itens a seguir, apresentando, sempre que possivel, as expressoes literais seguidas dos valores
numéricos solicitados.

Parte A - Movimento pendular e efeitos de dissipagao (4,0 pontos)

Nessa parte do problema, vocé pode desprezar o movimento de precessao do péndulo.

Al Calcule o valor numérico do periodo de uma oscilagao do péndulo de Foucault ori- 1,0pt
ginal em segundos.

Gabarito:

Para pequenas oscilagoes, o periodo de um péndulo simples é dado por:

T =2my|—
g
onde:
e [ =67m é o comprimento do fio;
e g=9,81m/s? é a aceleragao da gravidade em Paris.

| 67
T0—2’1T m—lG,‘lS

Substituindo os valores:

Marking Scheme:
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e 1,0 pt - valor numérico correto e justificado

O péndulo de Foucault possui uma massa e um comprimento tao grandes por razoes ligadas a necessidade de
demonstrar a rotacao da Terra.

A2 Supondo que a aproximacao de angulos pequenos seja valida até 0,,,, = 10°, calcule 1,0pt
a amplitude linear méxima, X,,q., que o péndulo pode oscilar em torno da posigao
de equilibrio.

Gabarito:

A relacdo entre a amplitude angular méxima 6,,,, e a amplitude linear méaxima X, é dada por:

Xmax = L - sin(Omax)

Para 0,.x pequeno (em radianos), pode-se usar a aproximacao:

Sin(emax) ~ emax

Assim, temos:

Onde:
e L =67m é o comprimento do fio;
® Onax = 10° = 1”—8 rad =~ 0, 1745 rad.
Substituindo os valores:
Xmax ~ 67-0,1745 ~ 11,69 m.
Portanto, a amplitude linear maxima é aproximadamente 11,69 m.
Marking Scheme:

e 1,0 pt - valor numérico correto e justificado

A viscosidade n pode ser interpretada como a grandeza fisica associada a resisténcia de um fluido ao seu
escoamento ou ao movimento de corpos no seu interior. Em regimes de baixa velocidade, ela é a principal fonte
de dissipagao de energia mecanica.

A lei de Stokes descreve a forga de arrasto F, exercida por um fluido viscoso sobre uma esfera de raio r com
baixa velocidade v com respeito ao meio material. A intensidade dessa forga pode ser calculada como

F, = 6mnro.

A viscosidade dinamica do ar é aproximadamente dada por 7, = 1,81 x 1075 Pa - s.

A.3 Estime o tempo necessario para que as oscilacoes do péndulo de Foucalt sofram  2,0pt
um decaimento de uma amplitude de oscilacao em 50% devido aos efeitos de atrito
viscoso.
Gabarito:
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A massa M suspensa estd sujeita a uma forga restauradora e uma forga dissipativa. O movimento pode ser
modelado como um oscilador amortecido com equagao de movimento dada por

2

d
pTPk + Za%x + wiz = 0.

A solugao dessa equagao diferencial é um termo oscilatério multiplicado por uma amplitude de oscilagao
que decai exponencialmente:

A(t) = Age™,

em que
o A(t) é a amplitude no instante ¢,
e Ay ¢é a amplitude inicial,

.o 3mnr

é a constante associada ao decaimento exponencial.
Sabendo que a amplitude decai para 50% do valor inicial:

0.5 =e T,

Tomando o logaritmo natural:

In(2) m

alsy = 111(2) = Ty =

Substituindo os valores numéricos :
Tso =1,2-10%s = 330h.
Marking Scheme:
e 1.0 pt - Determinagao da equagao de decaimento exponencial da amplitude
e 0,5 pt -Expressao do parametro de decaimento 7

e 0,5 pt -Célculo numérico do tempo solicitado

Parte B - Movimento de precessao (12,0 pontos)

Caso a oscilagdo do péndulo seja restrita a angulos pequenos, podemos desprezar deslocamentos do corpo
suspenso ao longo da diregdo vertical z. Seja a posigdo (x,y) = (0,0) a posigdo de equilibrio do péndulo
projetada no plano horizontal. O eixo x aponta para o norte e y, para o oeste. Denote a velocidade vetorial
projetada nesse plano como sendo ¥ = (v, vy). O peso do péndulo é abandonado da posicao inicial (X 4,0), tal
que X4 < Xinaz, & partir do repouso.

O péndulo de Foucault, de acordo com um observador terrestre, apresenta uma precessao do plano de oscilagao
observavel apds um tempo suficientemente longo. Trata-se de um fendmeno diretamente ligado & rotagao da
Terra.

O movimento de precessao pode ser previsto incluindo a forga de Coriolis nas equagoes de movimento do corpo.
A forca de Coriolis F¢ atua perpendicularmente a direcdo do movimento do péndulo e ao eixo de rotacdo da
Terra, sendo expressa pela seguinte expressao:

ﬁc=—2M~@’X17,

em que W é o vetor velocidade angular de rotacao do referencial nao-inercial girante considerado. O diagrama
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esquematico dos eixos do sistema estd indicado na figura a seguir.

W A
T Z
) Paris
Y
A
Terra
B.1 Determine a forca resultante percebida por um observador no referencial da Terra  3,0pt

na situacdo em que o péndulo encontra-se na posicao (z,y) e tem velocidade (v, vy).
Considere as componentes associadas as forgas gravitacional e de Coriolis.

Gabarito:

A forga resultante no referencial da Terra é composta por:

e A forca gravitacional, que atua como o componente restaurador para pequenas oscilacoes, dada por:

o Mg, . R
Fy = —T(mz +y9),

e A forca de Coriolis, perpendicular ao plano de oscilagao, é dada por:
Fo = —2M& x 0,
onde:
— & = w(cos AT + sin AZ) é o vetor velocidade angular da Terra,
— U = v, 4+ vyY ¢é a velocidade do péndulo no plano horizontal,
— A ¢é a latitude do local.
Assim, a projecao da forga de Coriolis no plano xy é:

Fo = 2Mwsin A(v,& — v, §).

A forga resultante total no plano horizontal é:
Fiotal = ﬁg + F.
Portanto, as componentes da forga resultante sao:
F, = —Mg% + 2Mwsin A vy,

fMg% — 2Mwsin Av,.

Ey

Marking Scheme:
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e 1.00 pt - Componentes da forga gravitacional
e 1,00 pt - Expressao de &
e 1,00 pt - Componentes da forga de Coriolis

Nas suas primeiras oscilagoes, o movimento do péndulo estd aproximadamente contido no plano zz. A medida
que o tempo passa, o plano de movimento é alterado com uma velocidade angular percebida por um observador
local Q <« w.

B.2 Encontre as equactes diferenciais que regem a variagdo de das coordenadas do  2,0pt
péndulo z(t) e y(t). Para quem visualiza o movimento do péndulo do teto para
o chao em Paris, o movimento de precessao do plano de oscilagao acontece no sen-
tido horério ou anti-horario?

Gabarito:

Aplicando a 2% lei de Newton e dividindo as equagOes pela massa M, obtemos as equacoes diferenciais do
movimento: 9
T+ Zx =2wsin Ay,

9

=y = —2wsin A t.
7Y wsin A

g+

A aplicagao das equagoes obtidas em casos particulares é o suficiente para perceber que o movimento de
precessao do plano é no sentido horario, isto é, oposto ao sentido do movimento de rotacao da Terra,
segundo um observador em Paris.

Marking Scheme:
e 1,0 pt - Aplicagao da 2a lei de Newton e equagoes de movimento

e 1.0 pt - Identificagao correta do sentido de precessao

B.3 Determine a velocidade angular de precessao ) do péndulo visto por um observador  6,0pt
terrestre.

Dica: Caso ache conveniente, vocé pode considerar uma quantidade complexa auxiliar 7 = x+1iy para descrever
a posicao do moével.

Gabarito:

Partindo das equagoes:

T = —%x ~+ 29w cos 0,

.. g .
— Ty — 0
i y — 2twcos b,

escrevemos a frequéncia angular natural do péndulo como

Wo =

enquanto a componente z da velocidade angular da Terra é:

w, = wsin .
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Assim, as equacoes do movimento podem ser reescritas como:
. . 2 o
T — 2w,y +wyzr = 0,
. . 2
Y+ 2w,z + wyy = 0.
Essas sao duas equagoes acopladas que podem ser simplificadas definindo uma nova coordenada complexa:

n=x+1y.

Multiplicando a segunda equagao acoplada por ¢ e somando & primeira equagao, obtemos:
(& + i4) + 2iw, (2 + i) + wi (z + iy) = 0,
ou seja, uma equagao diferencial para 7:
i + 2iw, 1 + win = 0.
Note que a coordenada complexa 1 contém todas as informagoes sobre a posicao no plano zy. O grafico
de 1 no plano complexo de Argand-Gauss corresponde a posigao (z,y) do mdével projetado no plano de

movimento. A equacdo diferencial homogénea de segunda ordem tem duas solugbes independentes, que
podem ser derivadas supondo uma solu¢ao da forma:

n(t) = Ae ",

Substituindo 7(t) na equagao diferencial, obtemos:

o —2w.a—wi=0.

a=w, +/w?+ws.

o~ w, £ wg.

Resolvendo para a:

Para o caso em que wq > €2, temos:

Portanto, a solugao geral para n(t) é:
U(t) — e—iwzt(A+eiwot + A/élie—iwgt)7
onde Ay e A_ sao constantes determinadas pelas condigOes iniciais.

Isso pode ser reescrito como: ‘
n(t) = Ae "= cos(wot + 9),

onde A é a amplitude e ¢ é a fase inicial.

Interpretagao Fisica

A expressao acima mostra que o plano de oscilacao do péndulo gira com uma velocidade angular de precessao
w,. Como 7 representa a posicao do péndulo no plano zy, a fase e~*=* descreve uma rotacao desse plano
ao longo do tempo. A velocidade angular de precessao é:

QO =w, =wsinA.
Marking Scheme:

e 2,0 pt - Equagao diferencial correta para 7(t).
e 2.0 pt - Determinagao da solugao n(t).
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e 1,0 pt - Interpretacao fisica da solugao 7(¢).
e 1.0 pt - Resposta final de €.

Solugao alternativa:

e 20 pt - Fomulacio matricial do sistema de equagoes [z(t), y()]7.

e 2,0 pt - Determinagio da solucao [x(t),y(¢)]*.

e 1,0 pt - Interpretacao fisica da solucao do sistema.

e 1.0 pt - Resposta final de €.

B.4 Quantas oscilagoes o péndulo precisa fazer até que o seu plano de movimento seja  1,0pt
alterado por um angulo de 90° em Paris? E em Jodo Pessoa (Ajp = —7°)7

Gabarito:

A velocidade angular de precessdo do plano de oscilacdo do péndulo é dada por:
Q =wsin \,

A precessao completa (360°) do plano de movimento ocorre em:

2w
Tp - ﬁ
Esse perfodo em Paris ¢ de T),(Paris) = 1,16.10° s e em Joao Pessoa, de T),(JoaoPessoa) = 7,09.10° s.

A pressao de 90° corresponde a um quarto de periodo. E o nimero de oscilagées pode ser determinado
calculando a razao dos tempos calculados com T = 16,4 s. Logo:

Nparis ~ 17727 Njoao Pessoa = 10807.

Marking Scheme:
e (0,50 pt - Expressao correta do periodo de precessao

e 0,50 pt - Valores numéricos corretos

Parte C - Péndulo de Foucault eletromagnético (4,0 pontos)

Vamos explorar agora uma estratégia para reproduzir o fenémeno do péndulo de Foucault em um referencial
inercial localizado em um ambiente sem forga gravitacional relevante. Para isso, considere um corpo de massa m
e carga elétrica ¢ > 0, fixado em um péndulo cujo comprimento é dado por I. Considere a aproximacao de
angulos pequenos e o sistema de coordenadas descrito na parte B.

Para gerar efeitos similares ao péndulo de Foucault, o peso é liberado a partir do repouso em uma regiao do
espago com um campo elétrico F e campo magnético B uniformes. Deseja-se obter nesse experimento o mesmo
periodo de oscilagao T} e velocidade angular de precessao 2 que o péndulo de Foucault de Paris.

C.1 Determine os campos Ee é, em funcao de m, q, [, Ty e §2. 2,0pt
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Gabarito:

O objetivo é ajustar as caracteristicas do “péndulo eletromagnético” para que ele imite o comportamento
do péndulo de Foucault. O movimento do péndulo eletromagnético é governado pelas forgas elétrica e
magnética que atuam na carga g sob os campos E e B.

i) Forga elétrica atuando como forga restauradora

A forga restauradora deve ser proporcional ao deslocamento da carga elétrica em relacao a posicao de
equilibrio. Para pequenas oscilagoes, isso implica:

ﬁrcst = qE

O movimento resultante é analogo ao de um péndulo simples com forga gravitacional:

ma = —qE%7

onde ! é o comprimento do ”"péndulo eletromagnético”. Comparando essa relagdo com as equagdes do
péndulo de Foucault, obtemos a primeira relagao que deve ser satisfeita:

& _ g _ 2£2 (1)
lm_L_ TO ’

ii) Forgca magnética para reproduzir a precessao

A precessao do plano de oscilacao deve ser causada pela forca de Lorentz, que depende do campo magnético
B:
Frag = qV x B.

Essa forga deve exercer o mesmo efeito da forgeca de Coriolis, que pode ser reescrita como

Fo = M7 x (23).

Logo, precisamos satisfazer a condigao:
q
—B, = 2w, = 2.
m

Marking Scheme:
e 1.0 pt - Condicao que determina o campo elétrico

e 1,0 pt - Condigao que determina o campo magnético

A férmula de Larmor fornece a poténcia irradiada por uma carga pontual acelerada de acordo com a teoria
eletromagnética cldssica. Para uma particula de carga ¢, acelerada com aceleracao d, a poténcia irradiada é
dada por

_ Hog’a®

6rc

em que P é a poténcia irradiada, po é permeabilidade do vécuo (47 x 107" N - A~2), a é médulo da aceleracio
da particula e ¢ é velocidade da luz no véacuo (3 x 108 m/s).
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C.2 Forneca uma expressao capaz de estimar a ordem de grandeza do tempo necessario  2,0pt
para que as oscilagoes do péndulo de Foucault eletromagnético sofram um decai-
mento de uma amplitude de oscilacao em 50% devido aos efeitos de irradiacao
eletromagnética. Sua resposta deve ser escrita em termos de ¢, m, g e fatores
numéricos.

Gabarito:
A energia mecanica total do péndulo é proporcional ao quadrado da amplitude A: U oc A2.
Se a amplitude decai para 50% do valor inicial, a energia decai para:

1

A energia do sistema diminui devido & poténcia irradiada:

du
- __p
dt ’
onde P é dado pela férmula de Larmor:
_ pog*a®
6mc

Para oscilagoes harmonicas simples, a aceleragao quadratica média em uma oscilacao é dada por

1
<a®>= 5wéA?,

[qF
onde wy = q—l é a frequéncia angular natural do péndulo. Assim:
m

oq®(W3A)?  pog’wyA?

P>= =
P2 127c 127c
A energia total de oscilagao é dada por:
1
U= §mw8A2.

A taxa de variagao da energia é:
dU _ pog*wi U

dt 6mTem

A solucao da equacao diferencial é:
U(t) = er—at7

onde « é dado por:
_ 110q° w3
a=—"7".
6mem

A energia cai para 50% quando:

oT = In(4).

Marking Scheme:
e 1,0 pt - Argumentos corretos de anélise dimensional ou de taxas de decaimento.

e 1.0 pt - Determinacgao de tempo do tipo:

10
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Q2 - Aceleragao de Raios Césmicos através do Mecanismo de Fermi
(20 pontos)

A origem dos raios césmicos ultra-energéticos e os mecanismos que lhes fornecem altas energias ainda é uma
das questoes nao esclarecidas pela Astrofisica, constituindo tema de muitas pesquisas na drea. Os mecanismos
de aceleracao sao processos fisicos que explicam como os raios césmicos adquirem energia ao se propagar pelo
meio interestelar, apds abandonarem a regido em que foram gerados. Usualmente, existem dois mecanismos de
ganho de energia: um devido a campos eletromagnéticos e outro associado a processos estocésticos.

Neste problema, estaremos falando do mecanismo de aceleracao de raios césmicos baseado no modelo estocastico
de Fermi-Ulam.

Parte A - Modelo classico de Fermi-Ulam (3,0 pontos)

Nesta primeira parte, o problema trata sobre o modelo classico de Fermi-Ulam. Considere um acelerador classico
como o da figura abaixo. O modelo contém duas paredes rigidas, uma moével, de massa M (a esquerda) e uma
fixa. A parede mével realiza um movimento oscilatério, de amplitude e, descrito pela equagado ,(t) = € cos (wt),
em que w = 27 /T = 2rf é a frequéncia angular do seu movimento. Uma particula cldssica se move entre as
duas paredes cuja separagao “média”é [. A regifo —e < x < +€ é chamada “regido de colisao”.

Al [

= >
‘ |
|
\ : m
} | -—0
|
} |
|
} |
|
! I
‘ |
! I
| |
! |
| I
‘ |
! I
8 _ . o
-

A dinamica deste problema consiste na particula colidir com a parede movel e que volte a colidir com ela, varias
vezes, sem sair da zona de colisdo, a isto chamamos de colisoes miiltiplas. A particula, entao, devera ser
acelerada uma e outra vez entre colisOes sucessivas.

Consideremos que a particula colidiu com a parede mével no instante t = ¢,, e que o intervalo de tempo entre
as colisdes seja dt, sempre o mesmo. A velocidade da particula no instante apds & “n-ésima’colis@ao é u,,. Entre
colisoes sucessivas, a velocidade escalar do mével pode ser considerada constante.

Al Encontre a expressao da posicao da particula no instante t,, 41, ©(t,+1), em funcado  1,0pt
de uy,, t, e Jt.
A.2 Mostre que a velocidade da particula, no instante ¢,,11, pode ser escrita da forma 2,0pt
Unt1 = =Ty — (14 r)ewsin (wtp41)
com M >>m e r representa o coeficiente de restituicao da colisao.

Un
wl

Usando a troca de variaveis U,, =
adimensionais, como

e n = 7, a expressao anterior pode ser reescrita, em funcao de varidveis

Uni1=—rUn + (1 4+ r)nsin (Pp41)
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Como &, 41 =P, +0P e 0P = wit = wi—w ~ wU,; !, entdo podemos escrever
By~ P, +wUT

As equagoes para Uy 41 e ®,11 constituem o “mapa de colisdes” deste processo cadtico.

Gabarito:

A.1 - 1,0 pontos

Em ¢t =t, = z,(t,) = (t,), em que x, e x sdo, respectivamente, as posicoes da parede e da particula.

Na préxima colisao:
tnt1 = tn + 0t = 2p(tnt1) = €cos [w(t, + 0t)]

em que 0t é o intervalo de tempo entre uma colisao e outra, e
Z(tny1) = x(tn) + updt

considerando u,, constante.
Marking scheme

A.l.
0,5 ponto pela expressao de ¢,

0,5 ponto pela expressdo de x(t,11)

A.2 - 2,0 pontos

Igualando estas expressoes:
x(tn) + updt = ecos [w(t, + 0t)]

Entao, substituindo:
€ coswty, + updt = ecos [w(t, + 0t)]

Usando a identidade mostrada no enunciado da questao, chegamos facilmente a

Up 0t = € coswty (coswdt — 1) — esinwt, sinwdt

Sabemos que Vgepois = —TVantes, Para as velocidades relativas de afastamento e aproximacao, em que r é o
coeficiente de restitui¢ao. Daf
Unp+1 — Vn+1 - *T(un - Vn)

dry(t) _
dt -

Aqui a velocidade da parede estd representada pela letra V. Como M >> m, V41 — V, =
—ewsin (wty,+1), daf, substituindo e ajeitando:

Upt1 = —TUp — (1 4+ 7)ewsin(wt,11) ‘

Marking scheme

A.2.

1,0 ponto por substitui¢gdes que levem & expressao correta de u.,dt
0,5 ponto por chegar a

Up41 — Vn+1 - _T(un - Vn)

0,5 ponto pela expressao final.
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Parte B - Espelhos magnéticos (5,0 pontos)

O modelo de aceleragao de raios césmicos, conhecido como Mecanismo de Fermi, propoe que as particulas ganhem
energia na sua colisao estocdstica com nuvens magnéticas no meio interestelar. Nestas reflexdes perfeitas, as
nuvens atuam como espelhos magnéticos, capazes de refletir particulas carregadas.

Estaremos tratando, inicialmente, apenas do funcionamento dos espelhos magnéticos. Um espelho magnético
é um efeito que ocorre quando uma particula carregada encontra-se com uma regidao permeada por um campo
magnético nao homogéneo, sendo refletida por esse campo em algum ponto.

Nesta parte, tentaremos entender o mecanismo de aceleragao por espelhos magnéticos, sem considerar efeitos
relativisticos. Considere que uma particula nao relativistica, de carga q com velocidade ¢ = vjj+v1 (v]: paralela
ao campo, v] : perpendicular ao campo) entre numa regido com campo magnético aplicado.

B.1 Mostre que, no caso em que vy > v, 0 momento magnético gerado pela corrente  1,0pt
produzida pela carga em movimento pode ser escrito, aproximadamente, como

_ECJ_
H1 = B

em que B é o médulo do vetor indugao do campo magnético e E.; representa o
termo da energia cinética da particula, devido a velocidade perpendicular a esse
campo.

Considere agora que a particula se move no interior de um campo magnético nao uniforme, cuja componente
na direcdo z esteja aumentando. Para isso, serd considerado o campo magnético da forma B = B,# + B.% em
coordenadas cilindricas, devido & simetria geométrica do problema, ver figura abaixo. Consideremos aqui que a
componente B, do campo magnético é muito maior que a sua componente radial B, e que B, varia lentamente
com 7.

B

e TS

<

Em coordenadas cilindricas, a velocidade da particula pode ser escrita como ¥ = v] + v, sendo v] = v,.7 +va0,
eV = v,z

B.2 Considerando que v, << vy, encontre uma expressao para a componente z da  2,0pt

forca de interacao magnética da particula com o campo, em termos de p; e da
0B

0z

componente z do gradiente do campo,

A expressao solicitada no item B.2 é conhecida como for¢a do espelho magnético (em inglés, mirror force).
A medida que a particula adentra na regiao de campo magnético mais intenso, v; aumenta, dessa forma v
diminui, para a energia cinética ser conservada, até se anular. Entao, a for¢a magnética do espelho, na direcao
das linhas de campo, faz a particula parar e retroceder, funcionando como um mecanismo de reflexao.
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B.3 Mostre que o momento magnético p) constitui uma quantidade invariante, isto é, 2,0pt
d
L _ .
dt

Dica: A for¢a magnética nao realiza trabalho, logo

Gabarito:

B.1 - 1,0 ponto
Devido a componente v da particula ser muito maior que a componente v, dentro da regiao do campo, a
sua trajetoria serd aproximadamente circular, de raio

muv
qB

Ao descrever a trajetdria circular, forma-se uma linha de corrente

_ 4 _9vr
At 2nr

Entao
py =18 = Inr?

Substituindo a corrente
qu.r
H1L = B

Substituindo agora a expressao para r, temos, finalmente

mvi _ E.

M=% B
Marking scheme
B.1.
0,25 ponto pela expressao de r
0,5 ponto por chegar a expressao para (i
quir
L=

0,25 ponto pela substituicao e o resultado final.

B.2 - 2,0 pontos

A partir das consideragoes vg >> v, e B, >> B,., entao
V] R Vg

0 que impoe trajetorias aproximadamente circulares.

Da lei de Gauss

V-B=0
Em coordenadas cilindricas 19 9B
Z ~(rB. Z =
r or (rBy) + 0z 0
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aBZ ~ a£

0z~ 0z
Assim " B 5B
Bo~— | P 2dr B~ -2
" /0 "o 2 0z

A equacao do movimento no eixo z
Fo— de
o dt

A forca magnética . . R
F = (q0 x B) = q(v, x B) = q(v,7 + v90) x (B, + B,32)

Dai:efetuando o produto vetorial

dv 0B
F, = de” = —qugB, = —quL (—r>

Usando a expressao para o raio da érbita

inda...quem fizer assim...

Assim

oU_ o8
0z _‘”az

terao apenas pontuacao parcial neste item, devido a que 1, nao necessariamente é constante.

F,=—

Marking scheme
B.2.
1,0 ponto por encontrar a expressao aproximada de B,

0,5 ponto por chegar & expressao para F, em fungdo do gradiente do campo magnético. (0,25 pontos)
para quem calcular a forca usando o gradiente da energia.

0,5 ponto pela substituicao do raio e o resultado final de F,.

B.3 - 2,0 pontos

Usando, da resolucao do item anterior

dvy _ mvi 0B
dt 2B 0z
e multiplicando, em ambos membros por v = %, temos
duy mv? 9Bdz  d [ mv? dB dB
dt 2B 0z dt dt 2 2B dt dt

o sinal negativo vem do fato de que a energia cinética diminui.

A forca magnética ndo realiza trabalho, assim

d
AE. =W =0= %(EC,H +Ecyj_) =0.

d mvﬁ d
dt( 5 )"rdt(MJ_B)O

Isto é
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Substituindo, em funcao de p

B d 4B dB  dpy
—MJ_E‘F@(MLB)— MJ_E-HM_E-FBT& =0

Dai

dpy _
dt

Marking scheme

B.3.

0,5 ponto por chegar a equacgao diferencial, com o sinal negativo.
0,5 ponto por declarar a invariancia de (E¢, | + E¢,1)

1,0 ponto pelas substitui¢oes e o resultado final.

Parte C - Modelo de Fermi relativistico (9,0 pontos)

Na colisao eldstica com as nuvens magnéticas, astroparticulas (particulas relativisticas), como os raios césmicos,

podem ser aceleradas.

u

s

Considere que uma nuvem se move com velocidade V' em relagao ao referencial do observador. Nesse referencial,
a particula também tem, inicialmente, energia e momento dados (ver figura abaixo). Aqui foi desconsiderado o

movimento estocastico da particula devido as colisoes dentro da nuvem.
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Este processo ocorre de maneira semelhante a reflexdo de uma particula num espelho. Considere que uma
particula, desta vez, relativistica, de energia E;, e velocidade ; é refletida (perfeitamente) por um espelho
solid4rio a um referencial S’. Considere 8 = %7 sendo V a velocidade do referencial S’ em relacao ao referencial
em repouso S, e 0;, o angulo de incidéncia da particula de acordo com o referencial S.

C.1  Determine as componentes do momento linear antes e depois da reflexao (p; ,, pi.,)  1,5pt
e a energia E! da particula, segundo o referencial S’, em funcgao de v, 8, 6;, E; e p;.

C.2 Mostre que a energia final apds a colisao eldstica com a nuvem, medida do referencial ~ 2,5pt
em repouso S, é

1+ 28(u;/c) cos 0; + B2
1-p32

Ef=E;

No processo de colisbes multiplas (varias colisdes antes de sair da zona de colisdo) as taxas de incidéncia de

particulas, no referenciais S e S’, podem ser definidas como T' = % eT' = %, respectivamente, aqui, N = N’

significa que para ambos referenciais, os observadores veem o mesmo nimero de particulas colidindo.

C.3 Suponha que, no referencial da nuvem (5”), duas particulas chegam na origem nos  3,0pt
instantes t; e to, respectivamente. Use as transformagoes de Lorentz do espago-
tempo entre os referenciais S e S’, para mostrar que

T’ \%4
T:y(l—i—ucosﬁi),

em que vy € o fator de Lorentz, V', a velocidade relativa entre os referenciais e u, a
velocidade das particulas.

C4 Encontre uma expressao aproximada para o ganho médio de energia em uma colisao  2,0pt
<IOE >=< AE—E >, para V < ¢, no caso em que u; ~ c. Despreze ordens superiores

a 32 na expressao aproximada, caso aparecam.

Dica: Considere que
[ cos0;dP

f[dP
em que dP o (14 cos 6;)dS2, e dQ2 = sin 0dfd¢, o elemento de dngulo sélido subentendido pelo elemento de drea

< cosb; >=
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’
da nuvem sobre a qual a particula colide. Perceba que dP TT pode ser considerado uma espécie de “densidade
de probabilidade”, em funcao da razao das taxas de colisdes “vistas”pelo observador em S’ em relagdo com as
“vistas”em S.

Gabarito:

C.1 - 1,5 pontos
Em S, da conservagao do momento linear, a partir da figura ilustrativa acima:
p; = —p; cos 0; T + p; sin 0,7
Dr = pr cos 03 + pp sin 0.9
Os subindices ¢ e r representam a incidéncia e a reflexao, respectivamente. Em S’
Pra = —Pia
Pry =Py

Das transformagoes relativisticas

Ei Ei
Piw =7 (pm - ﬁp) =y (—pi cos 0; — ﬂc>

E! =~ (E; — Bepi) = v (Ei + Bep; cos b;)
Da conservagio da energia e o momento. Em S’
/ / /
E;,=F;=FE,

E.
Prw = —Dip=—" <—Pz‘ cos )y — 5;)

C.2 - 2,5 pontos
Em S,
Pra =" (p’m + /D’E’/”>
C
By = B = (B + VL)

Substituindo p}. , e E; = Ej na equagao de p,,

E;
Pra =7 [—7 (—pi cos B; — BC> + gv (E; + Vp; cos 9i):|

Trabalhando e usando E; = mc?, p; = mu;, chegamos a seguinte expressao para a componente = do
momento final (“refletido”) em fungao da energia e velocidades iniciais

26

w
Prz="7Ei [ + —5 cos (1 + ﬂQ)}
C C

Aqui g = % é o fator referente as transformacoes de Lorentz.
Para a energia final:

B, =By =v(E; +Vp,,) =7 (B - Vpi.)
usando as conservagoes da energia e a componente x do momento em E’. Substituindo E; e p; ,, com um
pouco de dlgebra, obtemos a energia final

1+28% cosb; + 52
E;=F, £
f 1_ﬁ2

Marking scheme
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C.1.

0,5 ponto pela expressao de p} ,

0,5 ponto pela expressio de E]

0,5 ponto pela expressao de p;ﬂ

C.2.

1,5 pontos por chegar a expressao de p, , em funcao de v, E;, 3, u; e 0;

1,0 ponto pelas substituicoes de E! e pg’i expressao de E,. e chegar a expressao final.

C.3 - 3,0 pontos

As particulas 1 e 2, inicialmente, “viajam”ao encontro da nuvem.

N N

sl & .

~
>

No instante da colisdo, em S’, suas coordenadas sdo (ct},0,0,0) e (ct},0,0,0), respectivamente. Enquanto
que em S, sdo (ct1,21,0,0) e (cta,z2,0,0), ou seja, as colisdes das particulas 1 e 2 acontecem em pontos
diferentes do eixo X do referencial S, ver figura abaixo.

SaA S’i S e 7
| 4 s
| I // rs
l |~ e
| - 7
A

l 7 d
| // | 7
| Ve | //
I1 i |2 e

t | Vs to | -

! ',\’\e 2‘/\ S

/ ~

x:l_ | \\/ e/-xz : \/
[N N
I b \
RN \
[ \ Ad AN
I N \
I N
|

Entao, o atraso temporal entre as duas particulas é, a partir da figura acima

Ad — 0;
At:t2+6t—t1:t2+——t1:t2+w—t1 (I)
u u

As transformacoes de Lorentz para o espago-tempo

v
ctj = (ct; + Cx’]>

x; =y (2 + Vi)
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Aqui, o subindice “j”representa os instantes 1 e 2, ou seja j = 1,2. Usando as transformagdes, e sabendo
que x) = x5 =0
1
At = ~th + — (w3 — 1) cos b; — )
u
1 — 21 = Yoty — oty = 4(th — 1))

Entao, depois de simples trabalho algébrico

A T
At = yAt <1+V0089i) = At :’y(l—FVCOSHi) ==
u At U

Marking scheme
C.3.
1,0 ponto pela expressao inicial correta de At (Eq. (1))

1,5 ponto por usar as transformacoes relativisticas e chegar as expressoes de xo—x1 em funcao dos instantes
medidos em S’.

0,5 ponto por chegar a expressao final.

C.4 - 2,0 pontos

1+28% cosf; + §2
AE:Ef—Ei:Ei[+BCCOS 1+B _1:|

1- 32

Usamos aqui o resultado do item C.1. Alguns passos algébricos e chegamos a

AE 2% cos 6; + 2°
E; 1—p2

(1-p)""m1+p

Assim N 5
O0F = R ... = 2Bu; cosb; +26% + 257w cos 0; + 26" ~ 23(3 + cos b;)
c c

Entao
< O0F >~ 2(% + 28 < cosb; >

J[cosb;dP _ [cosf(1+BcosB)dcosb [dep f:rll z(14+Bz)dz B
= 3,

[apP - J(1+BcosO)dcosO [ dp T [ (+8z)dx

Usando < cos#; >= aqui x = cosf, substi-

tuindo...

8
<5E>z§ﬁ

Marking scheme

C.4.

0,5 ponto pela expressao da flutuacao de energia %

1,0 ponto por encontrar < §F > em fungao do < cos6; >

0,5 ponto por chegar & expressdo final para < §E >.

Parte D - Espectro de difusao dos raios césmicos devido as colisoes (3,0 pontos)

Os raios césmicos, devido as colisdes aleatérias com as nuvens, difundem-se ao longo de suas trajetdrias até a
Terra. Dessa forma, a propagagao de um conjunto de particulas, partindo da sua fonte, na origem, pode ser
descrito por um processo de difusao.

10
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Considere N (F,7,t) a densidade volumétrica de particulas com energia E em funcdo da posigdo e o tempo, por
unidade de energia, cuja equacgao de difusao é dada por

dN 0 N
— =DV?’N + —[b(E)N] — — E). 2
= DVPN £ SEBEN] - =+ Q(E) 2)
< . . e~ dE | o :
Na expressao acima, D é o coeficiente de difusdo, b(E) = ——— ¢ a taxa de variagdo temporal da energia

dt

. N - -
da particula na colisao, — representa a taxa de decaimento da particula da regiao de difusao, sendo 7., o
T

c
tempo carateristico deste processo, e Q(F) é um termo que diz respeito ao ingresso ou criacao de particulas,
provenientes de fontes na regiao de difusao.

D1 Simplique a equagao [2| considerando que o processo é homogéneo, estacionario e sem  1,0pt
fontes ou sumidouros de novas particulas. Justifique.

D.2 Usando a resposta do item anterior, mostre que este modelo de propagagao de raios 2,0pt
cosmicos através destas colisoes aleatdrias conduz a um processo de difusao capaz
de reproduzir um espectro na forma de uma lei de poténcia que pode ser escrita

como
N=CE™",

8 2
3

em que C' é uma constante de integragao, v = 1 + , com o = sendo L,
QaTe

o caminho percorrido pelas particulas entre colisoes separadas temporalmente um
L

At ~ —.
c

Gabarito:

D.1 1,0 ponto

A equagdo de difusdo, nas condigoes apresentadas (processo homogéneo, estacionério e sem fontes nem

sumidouros) 4 =0, Q(E) =0 e V2N =0, fica
0 N
@[b(E)N] T =0

D.2 2,0 pontos
Da parte C, sabemos que AE = %B2E, entao

dE —(8/3)B%E 8 s Ec
—_—— = E ~ — = —— —_
dt b(E) At 3ﬂ L
Aqui usamos At ~ dt ~ %
V2 dE 8V? Ec 8 V2
2 o T pE)=——-— " =_-__F=_qF
P g~ W="35T =31 “
Dai, na equacao simplificada
d dN N
dN 1
EF—=-N|1 = —yN
ar { * ozrj 7

11
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Finalmente, separando variaveis e integrando
N=CE™"

Marking scheme

D.1.

0,25 ponto por justificar dN/dt nulo (estacionario)

0,25 ponto por declarar Q(F) nulo (sem fontes)

0,25 ponto por declarar laplaciano nulo (homogeneidade, estacionariedade)
0,25 ponto pela equacao de difusao simplificada:

0 N
@[b(E)N] Eb 0

Observagao O estudante que apenas anule os termos, sem justificar nao terd pontuacao neste item.
D.2.

1,5 ponto por chegar a equagao diferencial

dN 1
EFE—=-N|1 = —yN
dE { * aTJ 7
0,5 ponto pelo resultado final
N=CE™"

12
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Q3 - Blindagem eletrostatica num géas de elétrons (10 pontos)

Neste problema, estudaremos um modelo de um gés de elétrons e seu comportamento “dielétrico” na presenca
de campos externos. Para modelar este géds, considere um meio de cargas positivas fixas e cargas negativas
moveis, como os elétrons. Veja a Fig. 2h. Assumiremos que a densidade volumétrica das cargas positivas é n
e a densidade média de elétrons também é n, tal que a densidade de carga total média é nula na auséncia de
campos externos.

V. alninly alulnl alalnly Shalally *-—------0-—-0o-——-—0—---0
, sev 7 ’ e ! ! ! ! ! !
s ’ 4 ’ s 1 1 1 1 1 1 !
/0’————0’———;0’———;&’——-/0".1 I I I I I I
/7 7 4 7 /I ___.+
y y , y S A * -+—ﬁ# 4 --b--4
e A dae A [ D o
1 | | | 1 I | 1 |
e I 1 e /: ,6 I I ' +0 I 4
4 -—— —_——
e St A SR S S
I 1
| @) I T : : : : :
| I o I ! ®
1 1 1 ] 1 7 | 7/ | | | 1
o S G s A S Shints Sl cinh S
: : : : .\: F 4 I | I I I I
1 | 1 | (4 | 1 1 1 1 |
1 | ] | o I | 1 I I 1
—----0--0-- *---0--0--0--0--0
(a) O gés de elétrons permeando o meio de cargas positivas. (b) A presenga de uma impureza na origem.

Figura 2: a) Modelo de um metal com cargas positivas fixas (preto) e um gés de elétrons (vermelho).
b) A presenca de uma impureza com carga +@ (roxo) no centro do metal (apenas para a Parte B).

Parte A - Ondas de densidade (5,0 pontos)

Neste modelo, flutuacoes da densidade de carga do gas produzem campos elétricos que, por sua vez, afetam o
movimento das cargas. Para modelar este fenémeno, considere uma perturbacao § na densidade volumétrica de
elétrons no gas:

p(F,t) = n+ 6(7,t), tal que § K n.

Seja E(F, t) a flutuacao do campo elétrico associado & flutuacao de carga (7, t).

Al Relacione a perturbacao da densidade eletronica §, o campo E e suas derivadas 1,0pt
espaciais. Dé sua resposta em fungao da carga —e do elétron e da permissividade
€0 do vacuo.

Gabarito:

A.1. Pela Lei de Gauss na perturbacao da densidade e do campo, temos imediatamente que:

5(F, t)

€o

S F— .

Marking Scheme:
e +1.0 Pontos Lei de Gauss.

e -0.2 Sinal errado.

Naturalmente, este campo elétrico gera uma forga elétrica adicional no gas, que por sua vez afeta seu movimento.
Seja (7, t) a velocidade das particulas do gas (Veja a Fig. [2h).
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A.2 Relacione a densidade §, a velocidade v, e suas derivadas temporais e espaciais, apli- 1,0pt
cando conservagao de fluxo (de massa). Dé sua resposta em fungéo de n. Lembre-se
de assumir § < n.

Gabarito:

A.2. Por conservagao de fluxo, temos que:

o =
5 =V (p0) (4)

Usando que p = n + J e mantendo termos até primeiro ordem na perturbagao temos que:

Marking Scheme:
e +1.0 Pontos Conservacao de Fluxo

e -0.2 Sinal errado.

Agora, estudaremos as forcas geradas no gas de elétrons e sua equacao de movimento. Assumiremos que a pressao
do gas depende apenas de sua densidade P(7,t) = P(p(7,t)). Deixe as suas respostas dos itens seguintes em
fungao do “mddulo de elasticidade volumétrica”’do gas:

dP
Vzn.dipp:n (6)

A3 Escreva a equagao de movimento das particulas do gés, relacionando a densidade  1,0pt
0, a velocidade ¥, o campo E e suas derivadas temporais e espaciais. Deixe sua
resposta em funcao de e, n, €y, v, € a massa m do elétron.

Gabarito:

A.3 O gradiente de pressao aplica uma forga no elétron:

~ Pl G522 ys (7)
dp p=n n

VP
Onde usamos a definicdo do “mddulo de elasticidade volumétrica”do gds. A equagdo de movimento é dada
pela segunda lei de Newton:

ov

W E_
mat e

S|

— — ’7 —
VP =—cE~ Vs (8)

Marking Scheme:
e +0,5 Pontos pela contribuicao da forga devido a pressao

e +0,5 Pontos pela equacao de movimento final

No item seguinte, mostraremos que estas perturbacoes na densidade de carga se comportam como ondas!
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A4 Mostre que a perturbagdo na densidade 6(7,t) do gds satisfaz a uma equacao de  1,0pt
onda: 25
_ 2
w = Clv 5 + 626. (9)

Encontre ¢q, co em fungao de e, n, €y, v e m.

Gabarito:

A .4 Para simplificar as trés equagdes acima, comece tirando o divergente da equacdao de movimento. Ob-
temos:

- OU . o
mV:—=—-eV-E—-——=V-VJj 10
ot n2 (10)
Reconhecendo que o lado esquerdo nada mais é que a derivada em relacao ao tempo da equagao de con-
servacao de fluxo, o segundo termo é a Lei de Gauss, e que V - V§ = V2§, obtemos:

mo*s €2 5y
—— =0 LV% 11
n 0t2 ¢ n? (11)
Logo:
028 y ne?
- =LV - —§5=c,V? ) 12
ot2  mn meg “ te (12)
Concluimos que:
2
o=, =12 (13)
mn meg

Marking Scheme:
e +0,5 Pontos por obter o divergente da equagao de movimento
e +0,5 Pontos por obter ¢y, co

e -0,2 Pontos por cada sinal errado, a nao ser que ja tenha perdido nas partes anteriores.

A5 Encontre a relagao de dispersao do gas w(k), ou seja, relacione a frequéncia angular ~ 1,0pt
w com o numero de onda k, destas ondas de densidade. Escreva sua resposta em
funcao de (c1,¢2) ou de (e, n, €, v € m).

Gabarito:

A.5. Para a relagdo de dispersdo, digamos que §(7,t) = Aexp (’L(E 7 — wt)). Usando isso na equagao

acima, obtemos:

—Aw? exp(i(E ST — wt)) = —c1|k[Zexp (z(lz ST — wt)) + A exp(i(lg ST — wt)) (14)

—w? = —c1 kP F e = =lk]? — e (15)




((sorr TBF 2025 Q3-4

Assim, w = v/c1k? — c3 é a relacao de dispersao nesse modelo.
Marking Scheme:

e +0,5 Pontos Por tentar 0(7,t) o exp (z(/;; ST — wt)) , sen(k - 7 — wt) ou COS(E = wt).

e +0,5 Pontos Por obter w(l;) em funcao de ¢y, cy ou de vy, m, n, €, e.

Parte B - Campos externos e efeitos dielétricos (5,0 pontos)

Considere o mesmo sistema de cargas negativas moveis e cargas positivas fixas da Parte A. Neste problema,
estudaremos o efeito de um potencial elétrico externo estitico ¢..+(7) aplicado no gés.

B.1 Encontre a nova equagao de movimento do sistema. Deixe sua resposta em fungdo  0,5pt
de ¢eqt(T), 0, suas derivadas temporais e espaciais e as constantes da Parte A.

Gabarito:

B.1 A unica modificacdo na equacio é a adigdo de uma forga elétrica devido ao campo externo.

—

o7 L -
ma = —eE — eEu - %w (16)

Marking Scheme:

e +0,5 Pontos Pela modificacao de %f

e Novamente, nao se perde ponto se propagar um sinal £ errado acima.

Note que o sistema ainda satisfaz uma equagao de onda, com uma corregao que depende de ¢¢,;. Estas ondas
de densidade podem ter vérias solucoes, inclusive com w e k que violam a relagao de dispersao da Parte A. Nos
itens a seguir, estudaremos apenas campos elétricos estdticos (ou seja, em funcéo de r, mas nao t) e seus efeitos
estéticos (ou seja, w = 0).

B.2 Assuma que o potencial externo seja da forma ¢, (7 = (2,9, 2)) = Eoz, em que E;  0,5pt
é uma constante. Encontre o campo elétrico resultante E.:(7) em todo o espago.

Gabarito:

B.2 Se assumirmos uma solugao estdtica (onde w = 0), § e ¥ sdo fungdes apenas de 7.

Se o campo externo é uniforme, a equacao de onda da parte A.4 nao sofre modificacdes. Pela relagao de
dispersao da parte A.5, ndo hé solugdes onde w = 0; entao de fato §(7) = 0 e ¥(F) = 0. Logo, a equacdo de
movimento nos mostra que £ = —FE..4, tal que o campo resultante é 0. Dessa forma, o potencial eletrico
resultante é apenas @, (7) = ®p, para uma constante Pg.

Marking Scheme:

e +0,5 Pontos Por notar que o campo potencial final deve ser constante

B.3 Assuma que o potencial elétrico externo oscila conforme a equagao geq:(7) = ¢oe'?™, 1,0pt
em que ¢q e ¢ sao constantes. Determine o potencial elétrico total em todo o espaco,
a menos de uma constante aditiva.
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Gabarito:

B.3. Reproduzindo o argumento da parte B.2, considere o divergente da equacao de movimento assumindo
que 0;v = 0. Primeiro, calculemos o divergente do campo externo. Note que podemos assumir que ¢ = g&

V- Eept = =V - Veut (7) = —oV? (em) = ¢og’e'"” (17)

Agora, considere uma solugao §(7) = Ae'?" para a equacao de movimento:

2
(;vz - ;)5 = eV B (18)
2 2 2
A( a0 6>€“” et T A= 00T (19)
n €0 0l >+ e

Novamente na equagao de movimento, se conclui que o campo elétrico total é dado por:

- v(I)tot (F) - Ee:z:t + Eint - #Vé = (20)
v ¢
Dot (1) = _ﬁé(ﬁ +const = do - ——— 55 + const (21)
Y€o

Marking Scheme:

e +1,0 Pontos Por escrever que §(r) oscila e obter o resultado final para o campo oscilante

Nos itens seguintes, estudaremos o caso em que o campo externo é é causado por uma impureza no metal. Para
modelar a impureza, considere uma carga pontual +@Q centrada em r = 0. Veja a Fig[2] b. Nessa situagao, o
campo externo é dado pela lei de Coulomb:

Q

dregr’

(bemt (T)

7

B4 Mostre que o potencial elétrico resultante ®@;,:(7) é dado por 2,0pt

e—dzT

Q01 (1) = dy + do, (22)

rds

e encontre as constantes dy, ds, d3 em fungao de e, n, g, v e m. (Nao dy!)

Dica: Este potencial elétrico pode ser escrito como uma combinacao linear de ondas. Utilize o seu resultado
do item B.3 e a seguinte integral:

o, ek T B L
—¢ :/m, com b > 0. (23)

Gabarito:

B.4 Primeiro, escreveremos a transformada de fourier de ®;,:(7) é, utilizando a integral dada na Dica (onde
b=0):

Q Q@ 1 / R Tk (24)

4dmeqr - 4req 2m2 k2
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Ou seja, o potencial de Coulomb é equivalente a uma composigao de ondas cada um com amplitude % k%
Sabemos que cada componente dessa combinacao linear de ondas, contribui para o potencial total como no
item c¢). Note que esse é o termo de ¢¢ acima. Por linearidade, o potencial total é dado por:

o Q 1 k2 Q &3k - eiE-F
¢ o = dsk Settr — . — . 9
t t(F) / € (877360 k2 k2 4 e?n? 87T3€0 k2 + e2n2 ( 5)

Y€o Y€o

Soma sobre ondas Amplitude o (k) Resposta @11 (k)

Definindo A\? = %, podemos re-utilizar a integral dada na dica, onde b = 1/X:

37 k-7 2
Q  [dk-e Q_ 27 opn_ @

b = . = -
tot (F) 871'360 k2 + % 87'(550 r dmegr

(26)

Logo, o potencial final, a par de uma constante dg, é simplesmente um potencial de Coulomb multiplicado
por uma exponencial. Note que

. dy=- = . dy=1. (27)

Marking Scheme:

e +1,0 Pontos Por notar que o campo de Coulomb pode ser escrito como uma combinacao linear de
ondas

e +1,0 Pontos Por integrar ®;,; e obter a expressao correta

O fato de que d2 > 0, implica um efeito de “blindagem” (em inglés, screening), onde o campo elétrico da impureza
é atenuado.

B.5 Calcule a magnitude do campo total |Ej(7)| e deixe sua resposta em funcdo das  0,5pt
constantes dq, ds, d3.

Gabarito:

B.5. Podemos obter o campo com a derivada de ®;.(7), assim obtemos:

E(f) = @ <1+i)eW (28)

dmegr \ r

Marking Scheme:

e +0,5 Pontos Pela derivada do potencial e obter o campo corretamente

B.6 Esboce |Eio¢(7)| em fungao de r. Compare-o com o decaimento o 1/72 e explique  0,5pt
qualitativamente o formato da curva.

Gabarito:

B.6.

O esboco do campo esta abaixo:
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A intuigdo é apenas que temos um efeito de blindagem porque algumas cargas negativas do gas de eletrons
vao se aproximar a carga positiva causando um efeito de blindagem, fazendo com que ”efetivamente”a
longas distancias a carga +@ é menor. Isso faz com que o campo eletrico a longas distancias cai mais
rapido que 1/r2.

Marking Scheme:

e +0,5 Pontos Pela intuigao de blindagem e esbogo correta
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Q4 - Elementos de Computacao Quéantica (10 pontos)

Estudaremos neste problema o algoritmo de Grover, um algoritmo quantico de busca. Considere uma fungao
f:{1,2,..,N} — {0,1} que mapeia inteiros de 1 a N, para 0 ou 1 com uma propriedade especifica: existe
apenas um numero 1 < s < N tal que f(s) =1 e para todos os outros nimeros z # s, f(z) = 0. Nosso objetivo
é descobrir (ou buscar) o valor de s. Num computador cldssico, sem saber mais nada de f, o tinico jeito de
encontrar s é computar f(z) para todo valor de x até obter um valor diferente de zero. O tempo que isso leva
é proporcional ao nimero de elementos do dominio da fungao N.

Em um computador quantico, podemos determinar o valor de s com um niimero menor de operagoes. Para
entender como, comecemos explorando conceitos bésicos de mecanica quantica. Um estado quantico nada mais
é que um vetor ¥, de N entradas complexas

-

1/J: (alva’Qv"'aN)a

que satisfazem a condicao Zf\il la;|> = 1. Imagine, por exemplo, um vetor de distribuicio de probabilidade
uniforme

—

unif = (1,1,---,1).

1
VN
Esses estados quanticos podem ser vistos como vetores em um espago N-dimensional.

A informagao em v estd contida nos N coeficientes complexos a;, porém, nao podemos acessé-lo sem medir .
Medir ¢ colapsa o estado de superposigdo num estado base 7y, = (0,---,0,1,0,---,0) (onde apenas a k-ésima

entrada é 1) e, com probabilidade |ax|?, tem como resultado o ntimero k. Neste contexto, encontrar a solugao s
corresponde a medir um estado quantico e obter o estado base 8, colapsado, solu¢do da nossa busca.

- . . —
O algoritmo de Grover comeca com a sobreposicao uniforme de todos os numeros de entrada, ¥y = unif. Em
seguida, o estado evolui via uma série de reflexdes repetidas no espago N-dimensional associado a esses estados
quanticos.

Felizmente, para entender essas reflexoes, basta entender como o estado evolui num plano bidimensional (Fig.

). Esse plano tem dois eixos: a solugao § e o estado nonsols, que representa a sobreposicao uniforme de
todos os ntmeros, exceto s. K possivel definir dngulos entre os diferentes estados quanticos seguindo a analogia
geométrica proposta.

_
nonsols ,
A N — nonsols
1100 = unif A
— —
lpi IP:
0 — - 4 - —
2
Vi Vi
5
5
; : 5
P — - —_— - —
(a) O estado inicial, 1o = unif. (b) A reflexdo em torno de nonsols. (c) A reflexdo em torno de unif.
Figura 3: O algoritmo de Grover evolui num espago bidimensional.
. _— _—
Al Descreva os N coeficientes do estado nonsols. Encontre o produto escalar nonsols- §. 1,5pt

—_—  —
A.2 Assumindo que N > 1, calcule o valor do angulo entre nonsols e unif. Isto é, 1,5pt
encontre %, definido na Figura .
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— —
A cada iteragao do algoritmo de Grover, o estado de entrada 1; é transformado no estado ;1. A cada iteragao,
duas operacoes sao aplicadas sobre o estado ):

- a L . T

I. uma reflexdo do estado quantico com respeito nonsols;
. . —
II. uma reflexao com respeito a unif.

Tlustracoes dessas duas operacoes sao fornecidas pelas Fig. e Fig. B, respectivamente.

-
A3 Seja v; o angulo entre o estado ; e nonsols. Encontre v;11, em termos de ; e 6. 3,0pt

A4 Apés T iteragdes, qual a probabilidade de medirmos o estado §7 Qual deve ser  4,0pt
o valor de T' que maximiza essa probabilidade e qual o valor dela? Compare seu
resultado com um computador cléssico.

Gabarito:

A.l.

Dado que S é a superposi¢do uniforme de todos os estados sem z*, temos que S deve ser da forma:
S:a'(lala"'lvovla"'l) (29)

1
N—-1"

Onde a entrada z* do vetor acima é a unica com valor 0, e a é tal que (N —1)|a]? =1=a =
O produto escalar rm -§ = 0 pode ser determinado por inspecao direta, indicando que esses vetores sao
ortogonais.

e +0.50 Pts. Entender que a s-ésima entrada é 0, e as demais 1.

e +0.50 Pts. Normalizar corretamente.

e +0.50 Pts. Célculo do produto interno.
A.2.
Como g é a superposicao uniforme de todos os estados, temos que:

1/)0:%(1,1,1~--1,-~-1) (30)

Note que a componente de 1y na diregao x* é \/iﬁ, logo:

sin — =

1
— =
2~ VN

[NVRSS

~1/VN (31)

Marking Scheme:
e +1.0 Pts. O angulo é determinado pelo produto escalar entre vetores u?nc e rm; ou §.
e +0.5 Pts. Approximacao de pequenos angulos + resposta final.
A.3.
Note que como o angulo entre ¢, e S é ~;, o angulo entre ¢} e 1)y é v; + g. Logo, o angulo entre o estado

final ¥;11 e ¥y também é ~; + g. Assim, o angulo ;41 entre ¥; 11 € S é:

6 0
’Yi+1:%+§+§:%+9 (32)

Ou seja, cada iteragdo do algoritmo rotaciona ; por 6.
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e +1.5 Pts. O valor de «;, apés a primeira reflexao.

e +1.5 Pts. O valor de ~;41, apds a segunda reflexao.

e Alternativamente, +3.0 Pts apenas pela resposta final.
A 4.

Apos M iteragbes, o angulo entre S e ¥y é ypr =0+ M -0=0-(M+ %) E a probabilidade de medir =*
é:

sin?(7a7) = sin? (e (M + ;)> (33)

Para maximizar essa probabilidade, precisamos que (M + 1/2) seja o mais préximo de 7/2 possivel, logo:
M= _"xTyN (34)

E a probabilidade de encontrar z*, é no minimo sin®(% + &) = cos? § =1— %.

Notavelmente, esse resultado é quadraticamente melhor do que conseguimos em um computador classico!
Marking Scheme:
e +1.5 Pts. Computar a probabilidade |5 1,./;M|2 = sin? (9 . T) de medir a solugao s em funcao de T'.
e +0.75 Pts. Escolher T'~ 7 - VN

20
9 ~1.

e +0.75 Pts. Computar a probabilidade nesse valor de T', & cos

e +1.0 Pts. Notar que o algoritmo é quadraticamente mais rapido que o cléssico.




