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Q1 - Luz... Camera... ACAO! (20 pontos)

Em 1744, Pierre Louis Moreau de Maupertuis (1698-1759) introduziu a agdo minima na mecanica cléssica.

“A natureza, na producao dos seus efeitos, age sempre pelos meios mais simples... o caminho que
ela toma é aquele pelo qual a quantidade de agao é a menor.”

Dois anos depois, em 1746, ele escreve:

“Este principio de agado minima, um principio tao sidbio e digno de Ser Supremo, é intrinseco a
todos os fenémenos naturais. Quando ocorre uma mudanca na natureza, a quantidade de agao
necesséaria para essa mudancga é a menor possivel. A quantidade de acdo de um corpo é o produto
da massa vezes a velocidade e a distancia que ele se move.”

Figura 1: Pierre Maupertuis, precursor do principio da minima ag¢ao na mecanica.

Nesse problema, vamos explorar o principio da minima agao em diferentes contextos fisicos. Esse problema
é composto de 5 partes independentes que ilustram como a acao se relaciona com diferentes areas da fisica.
Definiremos a seguir a acao A e a fungao lagrangeana L em diferentes contextos. Combine as defini¢oes dadas
neste problema com seus conhecimentos prévios para resolver os itens a seguir.

Parte A - A agao “estaciondria” na mecanica classica (4,0 pontos)

O principio da minima acao afirma que a trajetoria efetivamente seguida por um sistema fisico entre dois eventos
fixos em um diagrama espaco-tempo — um ponto inicial A e um ponto final B — ¢é tal que a agdo associada a
essa trajetéria é estacionaria quando comparada as trajetérias vizinhas possiveis.

Matematicamente, isso significa o seguinte: considere uma trajetéria real z(t) e uma familia de trajetérias
levemente perturbadas,

q(t) = x(t) + (1),
onde 7)(t) representa uma perturbacao arbitraria, porém pequena, que se anula nos instantes inicial e final, isto
é,

n(ta) =n(ts) = 0.

Dizemos que a agao é estaciondria se a variagao da agao ao redor da trajetéria real satisfaz
0A = Alq(t)] — Alz(t)] = 0.
E importante notar que o termo estacionédria nao implica, necessariamente, que a acao seja minima: ela pode

corresponder a um minimo, um maximo ou um ponto de sela. O ponto central é que pequenas variagoes da
trajetéria nao alteram a agao em primeira ordem.
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Na formulagao original de Maupertuis, a acao era definida como a soma, ao longo do percurso, do produto entre
a massa do corpo, o médulo de sua velocidade e o comprimento do elemento de trajetoria percorrido:

Ay = E mus.
No limite continuo, essa expressao pode ser escrita como uma integral ao longo da trajetéria espacial do sistema,
Ay = / muvds,

onde ds representa um elemento infinitesimal de comprimento do caminho efetivamente seguido pelo corpo.

Essa definicao histdrica de agao serd o ponto de partida para as discussoes e aplicagoes exploradas nas préximas
partes do problema.

Al Supondo que a agdo de Maupertuis é minima e o principio da conservacao de energia ~ 1,5pt
mecanica é valido, prove o principio de Hamilton, que diz que a agao de Hamilton

Ay = / Ldt,

¢ minima. Na mecanica classica, a funcao L = E. — E), corresponde a diferenca da
energia cinética e potencial do sistema, sendo chamada de funcao Lagrangeana do
sistema.

Gabarito:

Al-15

5/mvds:5/mv2dt:0

5/2Ecdt:6/(Ec+Ec)dt:5/(Ec+E—Ep)dt

5/(E0—Ep)dt+5/Edt=O
Num movimento sob os efeitos do campo gravitacional E : constante, dai...
5/(Ec — Ep)dt+6(Et) = (5/(EC —E,)dt+ (6E)t+ Eét =0

assim

6/(E67Ep)dt+E§t:0¢6/(E67Ep)dt:0

ja que as duas trajetérias tem o mesmo tempo de percurso. Entao

5/Ldt:O:> AH:/Ldt

- 0,25 pontos por escrever o diferencial da a¢do como uma integral no tempo: § [ mu?dt =0

- 0,5 pontos por escrever o diferencial da agdo em fungdo das energias mecanica, cinética, potencial:
§ [(Ee— Ep)dt+6 [ Edt =0

- 0,5 pontos por chegar & expressao: 0 [(E. — E,)dt + Edt = 0

- 0,25 pelo resultado final
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Vejamos agora um exemplo simples em que a energia potencial U(x) depende linearmente da posigao,
U(x) = Uy + kz,

com k constante. Estudaremos o movimento de uma particula sujeita a esse potencial no intervalo temporal
—T <t < T, impondo as condic¢des de contorno

A primeira vista, a escolha simétrica de tempos e posi¢des pode parecer artificial. No entanto, ela nao restringe
a generalidade do problema: sempre posso transladar as origens de t e de x de modo que o instante médio entre
os extremos seja t = 0 e o ponto médio entre as posigoes extremas seja = 0. Essa convencgao apenas simplifica
a algebra, preservando o conteudo fisico.

Em seguida, em vez de considerar todos os caminhos possiveis z(t) entre os pontos fixos, restringiremos a atengao
a uma familia particularmente simples: trajetérias cujos graficos sejam parabolas que passam pelos pontos de
contorno. Assim, tomamos z(t) como uma fungao quadratica,

z(t) = At* + Bt + C.

Essa forma envolve trés parametros, mas as duas condicoes de contorno em ¢t = +7 impoem duas restrigoes
independentes, restando apenas um parametro livre. Uma parametrizagao conveniente dessa familia é

X 1
z(t) = ?t+§a(t2—T2),

onde a é o Unico parametro ajustavel. Nesta classe de trajetorias, ele coincide com a aceleracao constante
associada a parabola.

T A

! Il |
T T T

-T 0 T ¢

A.2 Encontre uma expressao que fornega a fungido agdo Ag(a). Use o principio da  2,5pt

minima agao para provar que a = —— e encontrar Ag min.
m

Observagao: as coordenadas (=T, —X) e (T, X) representam pontos fixos da trajetoria.

du
Isto significa, como sabemos, que a forga F' = B
x
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Gabarito:

A2-25

a energia cinética

a energia potencial, eliminando x

a agao

expandino e integrando

X2 1 s 2 .
AH = m? + gmasz + gkaTs
derivando em a (Unico parametro livre)
dAg 2 3 2 4 —k
= —maT —kT°=0=|a=—
da 3" * 3 T
Substituindo a
X2 kT
AHmin = L -
T 3m

~ . 2
- 0,5 pontos pela expressio da energia cinética: E. = im (3 + at)

- 0,5 pontos pela expressao da energia potencial: E,(t) =k (%t + %a(t2 — T2))
- 0,5 pontos por chegar & acdo: Ay = fTT [%m (X + at)2 —k(5t+ a(t® - TZ))] dt

- 0,5 pela expressao de a.

- 0,5 pela substituicao de a e expressdo correta. Se o valor de a, calculado antes estiver errado, mas faz a
substituicao e encontra outra expressao coerente, ganha a pontuagao completa.

Parte B - Fermat vs. Maupertuis (4,0 pontos)
O principio de Fermat afirma que
“O caminho seguido pela luz entre dois pontos é aquele para o qual o tempo do percurso é minimo.”

O principio de Fermat constitui uma das formulagbes mais elegantes da 6ptica geométrica: em vez de descrever
diretamente as forcas ou mecanismos microscépicos que governam a propagagcao da luz, ele estabelece um critério
variacional para a trajetoria efetivamente seguida entre dois pontos. Essa ideia antecipa na Optica geométrica
o0 mesmo tipo de raciocinio que aparece na mecanica com o principio da agao estacionaria: a trajetoria fisica
emerge como aquela que torna estaciondria uma grandeza integral associada ao percurso.
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Figura 2: Pierre de Fermat magistrado e polimata francés do século XVII. Foi poeta e teve contribuigoes
importantes para a matematica e fisica.

B.1 Considere um féton de frequéncia angular w viajando entre dois pontos, P; e Ps. 2,0pt
Para um elemento do “caminho da luz”, ds, mostre que o indice de refragao, n(7),
do meio, varia segundo o gradiente da agao, a menos uma constante, isto é

A=C / " n()ds.

Py

Determine a expressao de C' em fungao de w e constantes fundamentais.

Gabarito:
B.1- 2,0
Py
A= pdx
P
o=tk = 1",
c
dai
Py Py
A= h@wdx . / n(r)dx
Py ¢ ¢ Jp
onde C' = ET“’
- 0,5 pontos por escrever a acao como A = [ ;12 pdx
- 0,5 pontos pela expressao de p = hk = h@w.
- 0,5 ponto pela expressao correta da acao.
- 0,5 ponto pela expressao de C.
B.2 Aplique o principio de tempo minimo (Fermat), ao caminho percorrido pela luz entre ~ 2,0pt

P, e P, e mostre que esse principio é equivalente ao principio da minima agao.
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Gabarito:
B.2 - 2,0

dr =vdt = dt = ldx = @dz

v c
entao » ,
2 2 hong
t:/13ﬁﬁm:>ﬁ=d/ () g — 0
p € P €

Py
/ n(7)dzx : cte.

Py

comparando com a agao, do item anterior, vemos que

hw = P
dA=0= —d/ n(r)de = / n(r)dz : cte.
C P,

Py

ou seja, o principio de Fermat é equivalente ao principio de Maupertuis, a menos uma constante dimensional.

- 0,5 ponto por escrever o tempo na forma: t = flff "(f) dx
- 0,75 ponto pela acao constante.

- 0,75 ponto pela comparacao e equivaléncia.

Parte C - Agao “quantica” (4,0 pontos)

A teoria de de Broglie explicita o carater dual da matéria: em certos fenomenos, particulas apresentam com-
portamento ondulatério e, portanto, assim como a luz, podem ser descritas como “viajando” pelo espaco ao
“explorar” todos os caminhos possiveis entre dois pontos. Entre esses caminhos, porém, ha um que se destaca
por ser o mais “eficiente” no sentido variacional: aquele associado & a¢do minima (ou, de modo mais preciso, &
agao estaciondria).

Em um experimento de interferéncia em fenda dupla, a probabilidade de deteccao apds o dispositivo é pro-
porcional ao quadrado do mdédulo da soma das amplitudes associadas aos caminhos possiveis. A medida que
adicionamos mais fendas, a probabilidade de a particula atravessar tende a aumentar, o que sugere um ra-
ciocinio simples: no limite de infinitas fendas, o sistema se aproxima da situagao em que nao ha fendas, isto é,
nao hé restrigoes relevantes aos “caminhos” disponiveis. Assim, quando a particula vai de A para B, faz sentido
considerar uma familia muito ampla de trajetdrias, em geral associadas a diferentes distancias, velocidades e,
consequentemente, diferentes agoes.

A particula pode seguir qualquer caminho: cada trajetéria deve contribuir para o resultado final. A cada
caminho associa-se uma amplitude e uma fase. Considere, entdo, um caminho descrito por 7 (t) até 75 (¢) no
espago-tempo, como ilustra a figura a seguir.

Um elemento desse caminho, Ar, percorrido em um tempo At, pode ser considerado uma reta. Podemos

E
associar, a esse elemento, uma fase A¢ = kAr — EAt’ em que k representa o nimero de onda associado a luz.

Entao, a amplitude do caminho todo pode ser expressa como

PSPV

onde A¢ é a diferenga de fase, ou seja, o angulo percorrido pelo “fasor”, desde r; até rs.
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ry(t)

ry(t)
Ar, At

Figura 3: Caminho no espago-tempo

C.1 Mostre que, no limite Ar — dr e At — dt, a acdo prépria do caminho determina  2,5pt
sua fase, ou seja

o~ A/

onde A = [ Ldt.

Dica: Vocé precisa usar defini¢oes cldssicas e/ou quanticas para essa particula, sem considerar efeitos rela-
tivisticos.

Gabarito:
C.1-25

2
Ap = kAT — wAt = %Ar —onfAt

Somando por todos os elementos...
a ~ et (T Ar—2nfAat)

usando A = e f = £
muv

b~

o~ et (Fprdr— 2L dt) _ i SS( e de—fdt)
eiZ(im“d’Th_Edt) _ eiZ(mv%—E)% - eif(mv%—E)%
dr
dt

2 . 2 mo? L g
E = %_FEP éawel'[(mv ) *Ep)% :ezj(chEp)%

— 0= g~ eif(mvr"fE)%

onde F, e I, sdo as energias cinética e potencial, classicas, respectivamente. Finalmente

1A
Be—By=L=|a~e?]

onde A = [ Ldt ¢ a agao classica.

- 1,0 ponto pela expressao a ~ et D(FrAr—2mfAat)
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dt

- 1,0 ponto pela expressao a ~ et [(Be=Bp) 5
- 0,5 ponto pela expressao final a ~ e

Em sistemas macroscépicos, A é muito maior em comparacao com fi. Portanto, mesmo uma pequena (mas ainda
macroscépica) mudanga na acdo para tal particula causard grandes alteragbes na fase. Para tais particulas,
muitas amplitudes de caminho se cancelam, tornando-as irrelevantes para o modo de movimento da particula.
O que realmente descobrimos na realidade é que apenas um caminho certo é seguido - a trajetdria classica.

A expressao anterior pode ser reescrita como
a(dr,dt) ~ ei2m(A/h) — ild

dessa forma a diferenga de fases entre dois caminhos resulta na razao entre a agado classica e a constante de

Planck, A¢ ~ %

C.2 A partir do postulado de Bohr sobre a estabilidade do atomo, use o principio de  1,5pt
minima acao de Maupertuis para mostrar que a constante de Planck é o “quantum
de acao”, isto é, A = nh.

Gabarito:

C.2-15

- Postulado de Bohr sobre a quantizagao das érbitas do atomo de Hidrogénio
l:mvr:nh7 A:mvs

para érbitas circulares...
s =2mr = A =mv2rr = mor(2m)
assim
h

A:l(27r)%l:£:n—
2T 2

finalmente
A=nh

- 1,0 ponto por estabelecer o postulado relacionado com a agao cldssica: A = mor(27)
- 0,5 ponto pelo resultado final

Parte D - Intervalo invariante, agao relativistica e termodinadmica (4,0 pontos)

Na relatividade restrita, a nogao de intervalo entre dois eventos nao é puramente espacial: ela envolve o en-
trelagamento entre espago e tempo em uma Unica grandeza geométrica, o intervalo invariante dS . Para dois
eventos separados por um intervalo temporal dt e por uma separacao espacial dr, define-se

dS = \/(cdt)? — (dr)?,

quantidade que permanece a mesma para todos os observadores inerciais e, por isso, expressa de forma natural
a estrutura do espaco-tempo.

A acao relativistica pode ser escrita como

A= —moc/dS, (1)

e o lagrangeano relativistico Lr é definido como a funcao tal que
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Az/LRdt.

D.1 Determine uma expressao para o lagrangeano relativistico de uma particula livre  1,0pt
em fungao de mg, ce f=v/c.

Gabarito:

D.1-1,0
Definindo 8 =v/c

—moc/ds - /LRdt = /LRdt - —moc/cﬁdt - / [—mOCQ\/ﬁ] dt

Assim

Lp =—moc?/1— B2

- 0,5 ponto pela expressao em fungao do intervalo proéprio.

- 0,5 ponto pela expressdo final Ly = —mgc? M

D.2 Determine uma expressao aproximada de Ly para velocidades v < ¢ em fungao de  1,0pt
mg, v e c. Mostre que a minimizagao da acao relativistica nesse caso leva as mesmas
trajetérias da aplicagao do principio da agao minima da mecanica classica.

Dica: Lembre-se de que estamos considerando sempre trajetérias que vao de um ponto A(z1,t;) a um ponto
B(za, ts) fixos.

Gabarito:
D.2-1,0
Para v < c... ) )
lv mov
2 _ 2 0
Lr — —mgc <1_2¢:2> = —moc” + >

O termo f(—mocz)dt nao altera a agao, isto é, ndo afeta as trajetérias que minimizam a acdo. Dai que o

lagrangeano efetivo é

1
Lpey = §mv2

que é, exatamemnte, o lagrangeano da mecanica classica para uma particula livre.

- 0,5 ponto pela expressao de Lg.

- 0,5 ponto pela justificacao baseada no Lpef.

Imaginemos um corpo C, em repouso no referencial inercial Ry, sendo aquecido por uma fonte externa. Em um
segundo referencial inercial, R, o corpo C é observado em MRU, com velocidade v = Bc. A quantidade de calor
transferida para o corpo, no referencial R, é AQ), ver figura a seguir.

Como em R o corpo permanece com velocidade constante, uma quantidade de trabalho, W, deve ser realizada
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Ro

Figura 4: Sistema termodinamico relativistico

sobre o corpo enquanto ele recebe calor (uma vez que sua massa estd aumentando). Podemos escrever a energia

do corpo, no sistema R, como
’ITL()C2

Ji-3

Em outras palavras, o calor e o trabalho “absorvidos” pelo corpo C em movimento, em relagao a R, faz aumentar

sua energia interna, o que deve fazer com que sua massa em repouso aumente My — My + AM,.

D.3 Use a primeira lei da termodindmica para mostrar que, quando a massa prépria do
corpo varia em algum sistema de referéncia, com v = (¢, seu lagrangiano varia na
mesma medida que o calor absorvido pelo corpo, com sinal negativo, isto é

2,0pt

ALp = —AQ.
Gabarito:
D.3-2,0
Da primeira lei da TD...
2
Amge _AQ+W
1-— 32
(mo + Amg)v mov / w
dp=Ap = — = | Fdt = —
/ P b 1-.2 V11— 2 v
Dai
W Amgv?
V1—p32
Substituindo na primeira lei...
Amgc?
AQ = ——2 (1- %)

JI-F

AQ = Amyc®\/1 — 32 = —ALp

Assim, finalmente

10
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- 0,5 ponto pela expressao da primeira lei da TD
- 1,0 ponto pela expressao do trabalho

- 0,5 ponto pela expressao final.

Parte E - Acao e geometria, espago de fase estendido (4,0 pontos)

Até aqui, a acgao foi tratada como uma grandeza integral cujo valor estacionario determina a trajetéria fisica
do sistema. Nesta ultima parte, daremos um passo adicional: reinterpretaremos a agao sob uma perspectiva
geométrica.

Em vez de descrever a dinamica apenas no espago das posigoes z(t), consideremos o chamado espago de fase
estendido, cujas coordenadas sao (z,p,t). Nesse espaco tridimensional, cada estado instantaneo do sistema é
representado por um ponto, e a evolugao temporal corresponde a uma curva parametrizada pelo tempo. Assim,
a dindmica deixa de ser apenas uma equagao diferencial e passa a ser vista como um fluxo geométrico.

Para um sistema com uma coordenada x e momento p, o vetor tangente a trajetéria no espago de fase estendido

€
U= (ual’up?ut) = (-fapa t)

Como t = 1, podemos escrever

i = (&,p,1).
Esse vetor representa o campo de velocidades que governa a evolugao do sistema nesse espago ampliado. A anélise
de suas propriedades geométricas — em particular, sua divergéncia — nos permitirda revelar uma estrutura
profunda.

Considere um sistema massa-mola ideal, de massa M e constante elastica k.

— 0000000000000 0000, M

SINIINNNNNNNNNNNNNNY

Figura 5: Sistema massa—mola com extremidade fixa na parede.

E.1 Mostre, para este sistema, que 0,5pt
V.-i=0.

Dica: Nesse espacgo de fase, as coordenadas x, p e t podem ser consideradas independentes entre si.

O operador V = (%, a%’ %) é o operador vetorial “nabla”, cujas componentes sao derivadas parciais em

relagao as coordenadas.

Gabarito:
E.1-0,5
L Y )
U= (ul’aup7ut) - (xapv 1) - (Ea _kx,l)
L 0 0 0 p _
Vo= \arap o (k1) =0

11
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- 0,25 ponto pelas equagoes de movimento (p = mi e p = —kx.)

- 0,25 pelo resultado final

Uma vez que o vetor & ndo tem convergéncia, ele pode ser convenientemente definido como
U=-V x40, (2)

em que 0 é uma quantidade fisica que investigaremos a seguir. Uma vez que # nao é univocamente determinado
pela equacao [2], podemos tomar a componente 6, como sendo identicamente nula.

E.2 Considerando um sistema massa-mola ideal, encontre as outras duas componentes  2,5pt
de 0: 0, e ;. O que representam fisicamente cada componente de 67

Gabarito:
E.2 - 2,5

V x = (3,0, — 00y, 0405 — Du0r, 020, — Dy,) = —if = (—ﬁ, ki, —1)
m
Escolhendo 6, = 0, da terceira componente do produto vetorial
9y _
op

0, = p+ ctes.

ou 0, = p, a menos uma constante. Da segunda componente do produto vetorial

00, 06,

1

integrando em p

7
ot ox
Substituindo 0, e integrando em x
o= R
t = B g

Substituindo na expressao de 6

a menos a constante. As componentes 6, e 6; representam o momento linear e a energia do sistema, com
sinal negativo, respectivamente.

- 0,5 ponto por chegar a expressao de 6,

- 0,5 ponto por indicar que representa o momento linear.

- 1,0 por chegar a expressao de 6;

- 0,5 ponto por indicar que representa a energia.

12
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Podemos definir, para qualquer trajetéria I' no espaco de fase estendido, uma circulagao

Cz/@dﬂ?,
T

onde d¥ = (dz,dp, dt) é um elemento de caminho no espago de fase.

Interprete o resultado.

E.3 Escreva uma expressao para a circulacao C' em funcao do lagrangeano Ly do sistema.

1,0pt

Gabarito:
E3-1,0

ty
O = /(pa 07 _EC - Ep) ' (dq, dpa dt) = / (p707 _EC - Ep) : (q.al.)a 1)dt
r t

i

ts ty ty
C= / (pg — E. — E,)dt = / (E. — E,)dt = / Lydt
t; t t

7 i

S ty
Cz/&di:/ Lydt,
T ti

- 0,5 ponto por escrever a circulacao como uma integral no tempo do produto escalar

A circulagao

é a acao de Hamilton do sistema.

- 0,25 ponto por executar o produto escalar e chegar a C' = ftf E.— E,)dt

- 0,25 ponto pelo resultado e interpretagao

13
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Q2 - Investigando Saturno (20 pontos)

Saturno é o segundo maior planeta do Sistema Solar, superado apenas por Jupiter em tamanho e massa. Ele
é conhecido por seu impressionante sistema de anéis e por possuir dezenas de luas, incluindo Tita, uma das
maiores do sistema solar. Saturno est4 localizado a uma distancia média de aproximadamente 1,43 x 102 m do
Sol.

A massa do planeta é dada por Mg = 5,68 x 1026 kg e seu raio médio por Rg = 5,82 x 107 m. Para fins de
comparacio, a massa da Terra é My = 6,0.10%* kg, seu raio é Ry = 6,4.10% m e sua distancia média até o Sol
vale 1UA = 1,5.10'! m. Esse problema é dividido em 4 partes, nas quais vocé investigara diferentes aspectos
fisicos desse planeta e que tipos de fases exoticas da matéria ele exibe em seu interior.

Dados:

Massa do elétron m, = 9,1-1073! kg
Constante de Planck h = 6,63 .10734 J.s
Constante de Boltzmann kp=1,38. 10723 J/K.

Constante da gravitacdo universal G=6,7. 107! N.m?.kg 2.

Figura 6: Foto do planeta Saturno.

Parte A — Parametros fisicos de Saturno (3,0 pontos)

As caracteristicas dos corpos celestes na astronomia quase sempre nao sao aferidas diretamente, mas inferidas
por estimativas fisicas ou medidas indiretas. Nessa parte da questdo, realizaremos inferéncias a respeito do
estado da matéria de Saturno.

Os planetas que compoem o sistema solar sdo divididos entre planetas rochosos ou teliricos (compostos de
matéria no estado sélido) e planetas gasosos ou jovianos (compostos de matéria no estado gasoso).

Al Calcule as densidades médias de massa da Terra (pr) e de Saturno (pg) e classifique  1,0pt
os dois planetas como rochosos ou gasosos.

Gabarito:
A1l. A densidade média é dada por p = Q%B.
3
Para a Terra: 0t
6,0 x 10
pr =~ 5520kg/m".

37(6,4 x 106)3

Para Saturno: -
5,68 x 10 5
= — — =~ 690kg/m".
PS = Tn(5.82 x 107)8 &/

Como a densidade da dgua é ~ 1000kg/m”, Saturno é menos denso que a dgua, o que indica que é composto
majoritariamente por gases, enquanto a Terra, mais densa, é rochosa.

Marking Scheme:
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e 0,5 pt por ambos os valores numéricos corretos.

e 0,5 pt Inferéncia correta e devidamente justificada.

A.2 Assumindo que a Terra e Saturno encontram-se em equilibrio termodinamico, estime  2,0pt
o valor numérico da temperatura média na superficie de Saturno em K.

Gabarito:

A2. Supondo que Saturno e a Terra estejam em equilibrio térmico com a radiacgao solar, podemos aplicar
o balango entre a poténcia absorvida e reemitida pelo planeta.

A poténcia solar recebida por unidade de area na érbita da Terra é:
Le
Ir=———7—
4m(1UA)?

A intensidade em Saturno, a uma distancia dg = 1,43 x 102 m, é:

_ Lo
4rd%

I

A razao entre essas intensidades é:

Is  (1UA\?> [ 15x101\? )
Ir ( ds > ~ (1,43 x102) ~ (0,105)" ~ 0,011

A poténcia total absorvida por Saturno é proporcional a sua area de se¢ao reta (ﬂR%), enquanto a poténcia
que ele reemite por efeito térmico é proporcional a sua drea superficial total (47rR%), e & quarta poténcia
de sua temperatura (lei de Stefan-Boltzmann):

T\ /A4
WR%IS = 47TR%JT§ =Ts = <45>
o

Fazendo a razao com a temperatura da Terra:
Ts\" _Is _ (LUAN® | Ts _ (1UA 1z
Tr) Ir \ ds Tr \ ds

Estimando uma temperatura média da Terra por volta de Tr= 288 K, chegamos ao resultado desejado:
[ 1,5 x 1011
Ts=Tr | ————— ~ 288 ,/0,105 ~ 288 - 0,324 ~ 93 K
s T 143 % 1012 88 -4/0,105 88-0,3 93

e 0,5 pt por condicao de equilibrio térmico considerando a irradiagao recebida e reemitida.

Marking Scheme:

e 0.5 pt por relagoes de intensidades luminosas.
e 0.5 pt por efeito do raio do planeta na reirradiacao de energia.

e 0,5 pt por estimativa correta entre 88 e 98 K.
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Parte B — Equilibrio hidrostatico classico (5,0 pontos)

Resultados observacionais apontam que a composigao de Saturno é dominada por hidrogénio molecular (Hs3) e
hélio, com tragos de outros elementos mais pesados.

Por simplicidade, assuma nos itens a seguir que a densidade de massa pg de Saturno permaneca constante em
todo o seu interior, exceto quando explicitamente solicitado o contrario.

B.1 Assumindo que sua massa esteja uniformemente distribuida, deduza a expressdo da  3,0pt

variacao da pressao — no interior do planeta em funcao da densidade de massa pg,

r
constante da gravitagao universal G e coordenada radial 7.

Gabarito:
B1. Para uma esfera de densidade constante pg, a massa contida dentro de um raio r é:

4
M(T)ng“gps

Pelo teorema de Gauss (ou Lei da Gravitagdo Universal), o campo gravitacional em um ponto a uma

distancia r do centro é: .
GM(r) G-3mrips 4
g<T) = r2 = 3T2 = gﬂ'GpSr

Para encontrar a variacao da pressao com a profundidade, consideramos uma casca esférica de espessura dr,
area A e densidade pg. O equilibrio de forgas verticais (segunda lei de Newton para o elemento de volume)
implica:

dP
P(r)A— P(r+dr)A = psAdr-g(r) = = psg(r)

Substituindo g(r) da expressdo anterior:

apP 4 4 5
o= Ps (37ersr> = —ngpSr

Marking Scheme:
e 1,0 pt por expressao de g(r).
e 1,0 pt por equilibrio de forcas em uma porgao de volume infinitesimal.

e 1,0 pt por expressao final desejada.

B.2 Determine uma expressao para a pressao no centro do planeta P. em termos de 2,0pt
G, Mg e Rg e calcule o seu resultado numérico.

Gabarito:
B2. Integrando de r = 0 até Rg:

fts 4 2
P.= / ngp%r dr = ngp%R%
0

Substituindo pg = gTS?g

3GM2
¢ 8rR}
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Usando os valores:
~3:6,67- 10— 1. (5,68 - 1026)2

87 (5,82 - 107)4

P. ~ 3,6 x 10" Pa

Marking Scheme:
e 1.0 pt expressao literal correta.

e 1,0 pt valor numérico correto.

Parte C — Fase metdlica do hidrogénio (5,0 pontos)

Sob as condigbes extremas de pressao e temperatura presentes em seu interior, o hidrogénio molecular (Hs) pode
passar por uma transicao de fase, transformando-se em um estado metdlico. Essa fase metéalica do hidrogénio
foi objeto de intensas pesquisas por constituir um estado extremo da matéria e por suas possiveis implicagoes
na fisica de planetas gigantes.

Considere um modelo simplificado onde o hidrogénio passa da fase molecular para uma fase metalica composta
por dtomos ionizados. A energia de ligacio de uma molécula de Hy é de aproximadamente 436 kJ/mol, esse é
um nivel de energia importante para estimarmos a partir de qual pressao pode-se observar uma transi¢cao entre
hidrogénio molecular e metalico.

Diferentemente dos metais com os quais estamos habituados, essa fase metdlica do hidrogénio é um fluido
liquido. Apesar disso, assuma um modelo simplificado no qual os fons de hidrogénio (prétons) formam uma
rede regular ciibica simples e os elétrons se comportam como um gas livre.

C.1 Obtenha uma expressao que estime a energia E' média dos elétrons da fase metdlica  2,0pt
em funcdo da densidade volumétrica de elétrons n, da massa do elétron m. e da
constante de Planck h. Nao se preocupe com fatores numéricos.

Gabarito:

C1. Para estimar a energia média dos elétrons na fase metdlica, podemos usar uma andlise dimensional
com as grandezas relevantes:

- h: constante de Planck, com dimensdes de acao [h] = J -s = kg - m?/s

- me: massa do elétron, com [m.] = kg

- n: densidade de particulas, com [n] = m™3

A densidade numérica define uma distancia média entre elétrons d ~ n~'/3, e pelo principio da incerteza

de Heisenberg, o momento tipico de confinamento é:
1/3

pr-=-~h-n

aul s

A energia cinética média associada a esse momento é:

2 h2n2/3
E =~ P 2 n
2me 2me

Assim, a ordem de grandeza da energia média é:

h2n2/3

~
~

Me

Uma expressao idéntica pode ser obtida por argumentos de analise dimensional.

Marking Scheme:




((sorr TBF 2026 Q2-5

e 1,0 pt — Argumentos de anélise dimensional ou uso coerente do principio da incerteza.

h2n2/3

. Fatores numéricos nao serao considerados.

e 1.0 pt — obtencao da expressao final £ ~
Me

Para a fase metalica ser estdvel, a energia de interacao eletronica E por particula da fase metdalica deve ser
comparavel a energia de interagao observada na fase molecular.

C.2 Estime a densidade critica no de elétrons por volume a partir da qual deve ocorrer  1,0pt
uma transicao de fase entre hidrogénio molecular e hidrogénio metalico.

Gabarito:
C2. Energia de dissociacao:

436 x 103

= = —19 7 _
- W =7,24.10"7J = 4,53eV

436 kJ /mol

Igualando a energia média:

2

RIS 4,53 eV

2me

na5x10*" m3

Marking Scheme:
e 1.0 pt — Ordem de grandeza de n¢c entre 27 e 29.

No interior de planetas como Saturno, a temperatura pode ser bastante elevada, chegando a atingir valores como
T:,=10.000 K. No item a seguir vocé pode assumir que p(r) pode apresentar varia¢oes no interior de Saturno,
mas que os resultados obtidos na parte B constituem uma aproximacao aceitdvel da pressao no interior do
planeta.

C.3 Utilizando a aproximagao de gases perfeitos, estime se a densidade critica nc é  2,0pt
atingida nas regioes profundas de Saturno.

Gabarito:

C3. Para avaliar se a densidade critica nc =~ 102 m~3 é atingida nas regides profundas de Saturno, usamos
a equacao de estado dos gases ideais:

P
PV = NkgT = —
\% Bl = n T

Nas camadas internas de Saturno, estima-se que a pressao atinja valores da ordem de P = 3,6 x 10'! Pa. A
temperatura central pode chegar a cerca de T ~ 1 x 10* K. Substituindo os valores numéricos fornecidos:

3,6 x 101!
n =
1,38 x 1023 - 1 x 104

~2,6x10m™3

Esse valor supera o limiar estimado nc em duas ordens de grandeza, mostrando que a densidade critica
para a transicao de fase pode ser atingida no interior de Saturno.
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Marking Scheme:
e 1.0 pt — Uso correto da equacao de gases ideais e estimativa de n com grandeza realista.

e 1.0 pt — Conclusao bem justificada com base em condigoes fisicas internas de Saturno.

Parte D — Efeitos quanticos no equilibrio hidrostatico (7,0 pontos)

Segundo a teoria cinética dos gases classica, a pressao dos gases em um modelo hidrostatico é oriunda da
agitacao térmica. No entanto, quando a matéria se torna muito densa, surge um efeito conhecido como pressao
de Fermi. Qualitativamente, é possivel interpretar esse resultado como um efeito macroscopico emergente do
principio da exclusao de Pauli.

O limite em que esse efeito torna-se relevante pode ser estimado comparando o comprimento de onda de de
Broglie com a distancia média entre as particulas.

D.1 Estime uma expressao para o comprimento de onda térmico de de Broglie de um  2,0pt
elétron a temperatura Ts. Fornega sua resposta em termos de h, m. e Tg.

Gabarito:

D1. O comprimento de onda térmico de de Broglie de uma particula é definido a partir do momento médio
térmico associado a temperatura Tg. A energia cinética média de um elétron em equilibrio térmico é:

1 3 3kgT
Eon =~ §mevfh ~ ikBTS = Uy R B7S

O momento térmico médio é entdo:
Dih R MV, =/ 3MkpTs

O comprimento de onda térmico de de Broglie associado a esse momento é:

Ny h h
" i 3mekpTs
Marking Scheme:
e 1,0 pt — Estimativa da velocidade térmica vy, =~ \/kgT/m.
e 0,5 pt — Comprimento de onda de de Broglie.

e 0,5 pt — Apresentacio da expressao da estimativa correta exceto por fatores numéricos.

Solugoes por andlise dimensional serdo aceitas.

D.2 Estime a densidade eletronica critica ng a partir da qual os efeitos quanticos tornam-  2,0pt
se relevantes para o equilibrio hidrostéatico. Discuta se esse valor é atingido na regioes
interna de Saturno.

Gabarito:

D2. Os efeitos quanticos tornam-se relevantes quando o comprimento de onda térmico de de Broglie dos
elétrons A\, torna-se comparavel a distdncia média entre particulas d =~ n=1/3. TIsso define a densidade
critica ng pela condigao:
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f 1)°
Mnmn 3 = g <>
Ath

Com a expressao obtida anteriormente para o comprimento de onda térmico:

h <\/37rmekBT)3
= nQ= f

Ny — —
th V3mmekgT

Usando T =~ 100 K para a atmosfera superior de Saturno:
3
V29,1 x 10731 1,38 x 10-23 . 100
~ J J ~ 1030 =3
"Q ( 6.63 x 1034 ) 3107 m

Marking Scheme:
e 1,0 pt — Deducdo correta da condicdo A\;, ~ n~ /% e da expressio de ng.

e 1.0 pt — Discussao qualitativa sobre onde essa densidade é atingida em Saturno
3,0pt

Estime uma expressao da pressao de Fermi Pr em funcao das constantes fisicas

D.3
fornecidas no problema.

Gabarito:
D3. Para estimar a pressao de Fermi, partimos da energia média por particula obtida no item C1:

E  h*n?3

N Me

Sabendo que a densidade numérica é dada por n = %, podemos expressar a energia total E do sistema em

fungdo do ntmero total de particulas N e do volume V:
2 2/3 2 A75/3
FoN. (h (M) ) _mN
mevz/s

Vv

Me

A pressao hidrostatica pode ser calculada considerando a variagao da energia total em relagdo ao volume

do sistema: g
Pp=——
Ty

Derivando a expressao de E em relagao a V:
h2N5/3 V—Q/S)

d 2 h2N°/3
Pr=—— — 77‘/—5/3
r dV( me

T3 m,

Reescrevendo a expressao em termos da densidade n = N/V, obtemos a relagao final:

Marking Scheme:
e 1,0 pt — Expressao da energia total E em funcao de N e V.

e 1,0 pt — Uso da relagdo termodindmica P = —dE/dV.
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e 1,0 pt — Obtencio da dependéncia final com n°/3.

Solugoes por andlise dimensional podem receber pontuagao integral.
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Q3 - Expoentes Criticos e Transigoes de Fase (20 pontos)

Neste problema, iremos analisar transicoes de fase de alguns sistemas e como algumas quantias como mag-
netizagao, susceptibilidade magnética, e capacidade térmica dependem da temperatura perto da temperatura
critica da transicao de fase. Veremos que algumas dessas quantias apresentam divergéncias e descontinuidades
perto de T, descritos por um conjunto de expoentes criticos e que esse comportamento € similar em diferentes
modelos.

Na Parte A, analisaremos o Modelo de Ising, e obteremos a que temperatura critica T o modelo passa a
ter magnetizacao espontanea. Na Parte B e Parte C calcularemos expoentes criticos para quantias como
susceptibilidade e magnetizagao.

Independentemente, na Parte D consideramos um modelo generalizado para magnetizagao e derivaremos
relagOes universais entre expoentes criticos. Finalmente, na Parte E, consideramos o modelo de uma transicao
liquido-gés descrito pela equagao de Van der Walls, e veremos que ele também apresenta expoentes criticos.

Parte A — Modelo de Ising (5,0 pontos)

Considere um sistema descrito pelo Modelo de Ising, com dipolos magnéticos ao longo de uma linha. Seja 1, o
momento de dipolo de cada ima. Assuma que cada dipolo é um spin tal que ele aponta ou na direcdo +¢ ou
—7, de forma que caracterizaremos cada dipolo i com o spin dele s;, tal que o momento de dipolo é m; = mgs;7,
onde s; = &1 e mg uma constante.

Considere que o sistema todo estd imerso em um campo magnético B = mioy, e que cada dipolo m; interage
com seu “préximo”vizinho adjacente m; 1, tal que a energia de interagdo dado um par de dipolos m; = mgs;§
€ Mir1 = MpSi+1Y €:

Ei i1 = —Jsi8i41, (3)

em que J é uma constante fisica conhecida. No restante deste problema assuma que a cadeia de dipolos é muito
grande tal que podemos desprezar efeitos de borda, e que no total temos N dipolos.

A.1. Escreva uma expressao para a energia total do sistema, como uma soma sobre  0,50pt
todos os dipolos magnéticos. Coloque sua resposta em funcao de h, J e os spins
individuais.

Considere agora que o sistema estd em equilibrio térmico & temperatura T, e a constante de Boltzmann é
kp. Vamos descrever este sistema sobre a aprozimacao de campo médio. Nessa aproximagao, se assume que
flutuagoes de cada dipolo sao pequenas. Em particular se escreve que:

s; =5+ 0s; com 0s; K 8 (4)

Note que isso claramente viola o fato que assumimos que s; = 41 previamente. No entanto, assumir isso
permite que desenvolvamos nossa teoria de maneira relativamente simples e encontremos resultados relevantes.
Portanto, para o resto da prova vamos fazer esta aproximacao.

A.2. Dado que ds; < s, encontre uma expressao para o produto s;5;, que seja linear em  0,50pt
s; e s;, desprezando fatores de ds;0s;, em funcao de s, s;, € s;.

Dada a expressao para s;s; linear em s; e s;, podemos agora encontrar uma expressao linear nos valores de s;
para a energia total do sistema.
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conhecida, aplique a distribuigao de Boltzmann, e obtenha uma expressao para
momento de dipolo médio s, em funcao de h., kg e T.

Depois, usando seu resultado de A.4 para h. em fungao de s, encontre uma expressao
que s deve satisfazer.

A.3. Encontre uma expressao para a energia total do sistema na forma 0,50pt
EF=ci+co Z Si-
i

Determine ¢; e ¢ em funcao de h, J,s e N.

A.4. Nessa aproximagao, cada spin sofre um campo magnético efetivo B, = L‘IO . Encontre  0,50pt
o valor de h, em funcao de h, J e s.

Considere a partir de agora que s = (s;) corresponde ao valor médio de s;.
A.5. Tratando o campo efetivo h. encontrado no item anterior como uma constante  0,50pt

Dica: E ttil colocar a expressio final desse item em fungao da fungao tangente hiperbdlica

T _ o=

tanhe = ———.
et 4+ e %

Este sistema apresenta magnetizacao espontanea, onde, abaixo de uma certa temperatura critica T, podemos

ter magnetizagdo média m = mgys # 0 mesmo com campo externo h = 0.

A.6. Encontre a temperatura critica T abaixo da qual observa-se magnetizacao es- 1,0pt
pontanea. Apresente sua resposta em termos de J e kpg.
A.7. Encontre s para T > Tc com h = 0. 1,0pt
Para T < T, porém com T = T e h = 0, s possui a seguinte forma:
s=My-T-(Tc —T)P, (5)
com M e 8 constantes.
A.8. Encontre My e § em fungao de T¢ e fatores numeéricos. 0,50pt

Dica: Pode ser util que
3

T
tanhz =z — 3 para x < 1.

A constante § é denominada o expoente critico da magnetizacao. Ao longo deste problema, iremos ver que
outras quantidades termodinamicas desse sistema também apresentam expoentes criticos similares, e que esse

comportamento é caracteristico de algumas transigoes de fase.

Parte B - Susceptibilidade magnética (3,0 pontos)

Nesta parte do problema, iremos analisar a susceptibilidade magnética do sistema, e que ela também possui
expoentes criticos com a temperatura. Em particular, a suscetibilidade mede a resposta da magnetizacao ao

campo externo:




((sorr TBF 2026 Q3-3

0s
X=Z (6)
oh h—0
B.1. Derive uma expressao para a suscetibilidade magnética xy em funcao da temperatura  1,0pt

T, s, kgeld.

Dica: Pode ser 1til escrever sua resposta em termos de

coshx = %, com %(tanh x) =

cosh® z’
Quando T se aproxima da temperatura critica T, a susceptibilidade magnética diverge. Agora estudaremos
como Y diverge conforme T se aproxima de T¢.

Defina x4+ a susceptibilidade para T > T¢, e x— para T < T¢. Veremos que a susceptibilidade tem compor-
tamentos diferentes para cada regime. Vamos mostrar que a susceptibilidade para T =~ T pode ser escrita da
forma:

Ag

T Te "

X+

Para constantes A1 e v+, que podem depender se T' > T ou T' < T¢. Nas partes B.2 e B.3, assuma que T é
muito préximo de T¢.

B.2. Encontre A, e 74, as constantes para T > T¢. 1,0pt

B.3. Encontre A_ e vy_, constantes para T' < T, e a razao Ay /A_. 1,0pt

Dica: Pode ser 1til que

2
T
coshxz1+?parax<<1eque (14+2)" =14 nx paranx < 1

A constante v é denominada o expoente critico da susceptibilidade.

Parte C - Isoterma Critica (3,0 pontos)

Agora, vamos analisar o sistema na isoterma critica,onde T' = T¢. Nessa temperatura, pode se mostrar que a
magnetizacio média m(h) = mgs(h) é proporcional a h'/?, para uma constante 6.

C.1. Para T =T¢ e h nao nulo e pequeno, encontre s(h), e o expoente 9. 1,0pt

Similarmente a «, § também é um expoente critico do sistema. Agora, vamos brevemente analisar o comporta-
mento da capacidade térmica do sistema com h = 0.

C.2. Encontre a capacidade térmica média de cada dipolo C(T') em fungdo de T com T 1,0pt
perto de T, e o comportamento em T¢.

C.3. Esboce C(T), indicando pontos notdveis no seu esbogo, e o comportamento em  1,0pt
T = T¢. Considere o intervalo de temperaturas entre 0 e 27¢.

Parte D — Hipétese de Escala (3,0 pontos)

Neste parte iremos considerar um modelo generalizado e derivar relagoes analogas entre os expoentes criticos
aos encontrados nas partes anteriores. Vamos definir a temperatura reduzida t, como a distancia normalizada
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a temperatura critica T, da seguinte forma:

T-Te
Te

E que a magnetizacao média s, definida na parte A, pode ser escrita de uma forma geral como:

s(t,h) = [t]”' M (lt';‘é> 9)

para uma fungdo M(z) e constantes 8’ > 0,8’ > 0 conhecidas.

D.1. A partir da equagéo@], argumente como s(t, h) deve depender de h no limite ¢t — 0, 1,0pt
ignorando fatores multiplicativos constantes.

D.2. Para h — 0, indique o tipo de dependéncia entre x(t) e t, definido na parte B. 1,0pt

D.3. Compare o resultado de D.2 com a relacao da equagao [7L e relacione vy com 3,0, 1,0pt

Essa relacao entre expoentes criticos é denominada a relacao de Widom.

Parte E — Criticalidade de Van der Walls (6,0 pontos)

Nesta parte do problema, estudaremos o modelo de Van der Walls, que pode ser usado para descrever uma
transicao de fase liquido-gas de uma substancia. A equacao que descreve esse sistema é:

<P + U“Q) (v —b) = RT (10)

em que v é o volume molar, P a pressao, T a temperatura, R a constante dos gases, e a, b constantes de-
terminadas experimentalmente para cada tipo de gas. Nesta parte da questdao iremos ver que este modelo
apresenta expoentes criticos similares perto de sua temperatura, pressao, e volume criticos. Os pontos criticos
sao definidos tal que em T¢, Po,ve, o modelo apresenta um ponto de inflexao, onde:

(), 1035,

E.1. Encontre os pontos criticos da equacao de Van der Walls, ve, Po,T. Deixe sua  2,0pt
resposta em termos de a, b e R.

Definindo a temperatura, pressao e volume molar reduzidos:

t

T— TC P— PC v — Vo
= s p=———=, € ¢ - (12)
TC PC vo
Pode se obter uma equagao da forma:

p=A-t—B-t-¢—C-¢>

Para constantes A, B e C.
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E.2. Expandindo a equacao de estado para a temperatura, pressao, e volume reduzidos  1,0pt
até a primeira ordem em ¢, e terceira em ¢, obtenha as constantes A, B, C.

Dica: Pode ser 1til que

1
1+x:1—x—|—$2—x3,equem:1—2z+3x2—4z3, (13)

para r < 1.

Em T = T¢, a relacio entre de ¢(p) define o expoente d, similarmente como na parte C, da forma ¢(p) o p*/°.
Novamente assuma que ¢, t, p sa0 pequenos.

E.3. Encontre § para a equagao de Van der Walls. 1,0pt

Agora, vamos analisar o andlogo da susceptibilidade magnética para o sistema, neste caso a compressibilidade
1sotérmica, definida como:
1/ 0v
k=—|=—=] . 14
v <8P ) T (14)

Assim como x na Parte B, k « t% perto da temperatura critica.

E.4. Encontre uma expressao de k em funcao de P e t perto do ponto critico. Como x  1,0pt
diverge com t > 0, determine o expoente .

Para t < 0, existem duas fases estaveis com volumes molares reduzidos diferentes - uma liquida a ¢; e uma
gasosa a ¢4. A condigdo de coexisténcia é que ambas possuem um mesmo valor de pressao e temperatura.
Pode-se assumir que esse limite é perto das condi¢oes de pressao, volume, e temperatura critica, e neste limite

d)g = _¢l-

E.5.  No regime de coexisténcia perto dos pontos criticos, encontre ¢4 — ¢; em fungao da  1,0pt
temperatura reduzida t < 0.

Gabarito:

Al

A energia total pode ser dada por:

E:—Zé'mi+ZEi,i+1Z—thi—JZsi-siH (15)
i i i i

Marking Scheme:
e +0,2 pt - Expressao correta da energia de um dipolo B my
e +0,3 pt - Expressao correta para a energia total em func¢do de uma soma sobre dipolos

A.2

Dado s; = s + ds;, temos:
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5i8; = 82 + 805; + 805 + 05,055 = 8%+ 5((s; — 8) + (55 — 5)) = s(s; + 8) — 82 (16)

Marking Scheme:
e +0,25 pt - Expressao correta para o produto de s;s; desprezando fatores quadréticos de ds;0s;
e +0,25 pt - Expressao correta para s;s; linear nos termos s; e s;.

A.3

A energia total é assim:
E = —thi—JZsi-siH = —thi—JZs(si+si+1)—s2 = JSQZl—thi —2JSZSZ' (17)
Note que acima usamos que ), s; =Y, Si+1-
E=+4NJs*— (h+2Js)) s (18)

Logo ¢; = NJs? e ca = —(h +2Js)
Marking Scheme:

e +0,2 pts - Obter uma expressao para a energia total apos substituir a linearizacao de s;, que é linear
na soma de s;

e +0,15 pts - Pela expressao de ¢;
e 10,15 pts - Pela expressao de co
A4

Por inspecao, como a energia é linear em ). s; é, o sistema ¢ efetivamente um termo constante mais um
campo magnetico efetivo B., onde:

h+2J
—Bemgs; = —(h+2Js)s; = B. = h+2ts = he=h+2Js (19)

mo
Marking Scheme:

e 10,3 pts - Por reconhecer que o termo multiplicando ). s; na energia total é analogo ao sistema
possuir um campo magnetico efetivo

e 10,2 pts - Pela expressao correta de h,
A5

Nesta aproximacao a energia é linear em s;, e aplicando a distribuicao de Boltzmann temos que:

1 _he __he he
o= ( e > — tanh () (20)
ekBiﬁT +@_kBicT ka

Substituindo a expressao de h., temos:

h+2Js

T (21)

s = tanh

Marking Scheme:

e +0,3 pts - Por aplicar a distribuicdo de Boltzmann em s; e obter uma expressao para s em funcao de
he
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e +0,2 pts - Por usar h, = h + 2Js, e obter uma equagao que s deve obedecer
A.6

Para h = 0 temos:

2Js
s = tanh — 22
T (22)
Note que lado direito da equacao é sempre menor que 1, e ambos os lados da equacao em s = 0 sao 0. Para
isso ter solugao precisamos que T’ seja suficientemente pequeno tal que o lado direito da equagao tenha
derivada maior que 1 em s = 0. Logo, no ponto critico precisamos que:

=1=Tc=— 23
ko To “ Tk 23)
Uma interpretagao grafica disso é pelo grafico de s e tanh i;];; abaixo:
/-

_—

Onde a linha roxa é tanhx, e a azul z. Essas duas curvas se encontram em apenas x = 0. Para qualquer
tanh(ax) para a < 1 passamos a ter nenhuma solugao alem de x = 0, e para a > 1 duas solugdes, com a
segunda caracterizando a magnetizacao espontanea.

Marking Scheme:

2Js
k‘bT

e 10,6 pts - Por aplicar h = 0, e comparar s com tanh

e +0,2 pts - Por algum argumento que para existir solucao o termo constante dentro da tanh deve
ser grande suficiente (varios jeitos de fazer isso, um método é olhando a derivada como acima, ou
pensando graficamente)

e 10,2 pts - Pela expressao de T¢

2Js
kyT

A.7TParaT > 1Ty, s =0, ja que s = tanh nao possui solugao para T > T¢.
Marking Scheme:

e +1,0 pts - Por reconhecer que a unica solucao deve ser s =0
A.8

Dado a expressao para s com h = 0, temos:

2Js :>8_27Js_18J383
kT kT 3 kT3
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Onde expandimos o lado direito da equagdo com tanhx = x — 2*/3 dado que perto de T¢ s é perto de 0.

Uma solugao é s = 0, e assim:

2 32 deS 3 2 _
J 8P, 3k <2J 1)3ka2(2JT)3TTC T (25)

= — — ——— = = _— —_— =
kT 3K3T3 0 T 873 \ kT o T2 To

- 8J3
T [Tc—T
s=+—1/3"52 = My-T(Te — T)*/? (26)
Tc Tc

AssimMozzt% %eﬁzl/?

Marking Scheme:
e +0,2 pts - Por expandir a tanh para s pequeno, e obter a solucao trivial s =0

e +0,3 pts - Por resolver a equagao quadrética de s e obter a expressao correta para My incluindo os
dois sinais

e Note: penalize 0.2 pts caso os dois sinais em My nao forem inclusos
B.1

Dada a expressao para s, temos:

5—tanhh+2‘]8:>@— LJFE&S 1 27)
N kyT oh — \kT * kT 9h ) cosh® 12
Usando h — 0, temos:

0s 9 2Js  2J 1 0s 1 1
05 osp22/8 2y L 9 _ 1 1 ”s
o N T TRl T RT TN T 00 T T com? 2~ 2T (28)

b b

Note que aqui podemos usar cosh? z = m, para alternativamente obter:

1 1 1 1 0)
X =7 =
W ol B = B ol o -

Marking Scheme:

e +0,4 pts - Por derivar a equagao de consisténcia de s por h e separar os termos de ds/0h

e +0,6 pts - Por obter a expressao correta para ds/0h. Ou a equagao [28 ou [29) ganha pontos integrais.
B.2
Para T > T¢, s = 0, logo:

v 1 b1
T BIT1-Tc/T k(T —Tc) kp|T —To!

X

Logo Ay = - evy =1
Marking Scheme:
e 10,4 pts - Por aplicar que para T > Tg s =0
e +0,2 pts - Por obter a expressdo correta para A

e +0,4 pts - Por obter a expressao correta para v,
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B.3

Para T < T¢, s = :I:T—TC1 /3TCT;T, e note que como T =~ T podemos expandir em T — T

275 _ o T cost /3T =TT — 14 2T =T
coshkb—T = cosh 5= cosh\/3(Tc —T)/Tc =1+ 5 To (31)

E assim, usando que (1 + x)? ~ 1 + 2z para z < 1:

cosh? % =1+ 3TCT; L 3;—0 (32)
Onde definimos t = T — T'. Assim temos:
1 1 1 1 1 1
X= T 1T 8Te —To/T ~ T +3T4Te —To ~ mTo—t+30e —0iTe-To &)
Desprezando fatores de t2, temos:
1 1 il 1 1 (34)

XN Te—t+3t—To k2t 2kyTo—T

Logo A_ = ﬁ, ev— =1 Assim,v_ =v=1,e Ay JA_=2.
Marking Scheme:
e +0,2 pts - Por aplicar a solucao para s para T < T¢

+0,2 pts - Por expandir coshz, e (1 + z)? para x pequeno

e +0,2 pts - Por obter a expressao correta para A_
e +0,2 pts - Por obter a expressao correta para y_
e +0,2 pts - Por obter A, /A_ =2

C.1

Para T = T¢, expandindo a tanh dado o argumento pequeno, temos:

2 1 2
s:tanhh+ Js: h _7(/1—;](]8

L h h+2Js
27 27 "7 3

=gy =3

" i (33)

Pode se perceber que nesse regime s oc h'/3, logo o termo da cubica da direita mais relevante é apenas 35,
e assim:

Assim 6 = 3.
Marking Scheme:
e 10,4 pts - Por expandir o termo de tanh cubicamente
e +0,4 pts - Por argumentando (ou argumentando dadas as escalas) que precisamos ter s o< h'/3 e § = 3

e +0,2 pts - Pela expressao correta de s(h) incluindo o termo constante
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C.2

Com h = 0, a energia total do sistema é dada por:

E=NJs*-2JsY s (37)
E a energia média é dada por:
(E) = NJs* —2Js» (si) = NJs* —2Js* Y 1=—JNs* (38)
E por dipolo é ¢ = —Js?. Assim, a capacidade termica por dipolo é dada por:
de _ Jd—s2 =—-2J ds (39)
dar ~ Cdr ~ tar

Para T > T¢, s = 0, logo a capacidade termica é 0. Para T' < T, vamos definir ¢t =T — T'.

de d (T? J 9 3J T 3ky T T

Embora nao necessario, o aluno tambem pode expandir esse resultado para T =~ T¢, escrevendo t =
(Te —T)/T¢, e obtendo:

3k, 9 3kyp 3kyp To—T
=20B1 -2 -2 —t) ~ 22 - L
€= P31~ 1) 201~ 1)) = T — Bkt = 57 — Gk~

(41)
E em T temos que C(T¢) = g—jkb = %kb.

Note que temos uma discontinuidade. Se aproximando a T' = T¢ por cima, a capacidade termica é 0, e por
baixo é %kzb.

Marking Scheme:

e +0,4 pts - Por aplicar a equagao da energia e obter uma expressao para a energia média do sistema
em fungao de s

e 10,2 pts - Por obtendo que para T > T¢ a capacidade termica é 0
e +0,2 pts - Por obter que em T = T, C' = 3/2k,

e +0,2 pts - Por obter a expressao correta para T' < T. Note que obter ou a equacao [40| ou 41| ganha
pontos integrais

C.3

Os pontos principais do grafico:
e Em T abaixo (porem infinitesalmente abaixo de T¢), C' = 3k /2
e ParaT >T¢,C =0

e Em T = 0 a capacidade termica também deve ser 0 (note que o resultado do item acima é diferente
a isto, porem isso é devido as expansoes para T ~ T¢)

O esboco é da seguinte forma(linha roxa no seguinte grafico):

10
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(1,1.5)

Com eixo x = T/T¢, e eixo y = C/ky. Note a discontinuidade em T = T, que em T = T¢ temos
C/ky = 3/2, e que para T > T¢ temos C' = 0.

e +0,4 pts - Por mostrar a disconituidade em T = T com C = 3/2k;
e 10,4 pts - Por mostrar que para T > Tg, C =0
e +0,2 pts - Por mostrar queem T'=0, C' =0
D.1
No limite ¢ — 0, o argumento de M diverge da forma W’ logo precisamos que isso cancele com o fator

174’ em xr — 00, logosochl/‘s/ emt — 0.

de |t|?’, logo precisamos que M (x) o =
Marking Scheme:
e +0,6 pts - Por reconhecer que em ¢t — 0 precisamos de algo para cancelar a divergéncia
e 10,4 pontos - Por obter que s hi/o
D.2

Para h — 0, expandimos M (x) no limite  — 0, e obtemos M(z) = c;z + O(z®) = chL,é, + O(h?), ja que
devemos ter fatores impares em h apenas - note que isso é verdade pois s deve ser uma funcao impar em h.
Note que também precisamos de termos lineares em h (ou seja ¢; # 0) pois caso contrario x = 0 que nao é
verdade.

. . . !
Assim em primeira ordem s = [t|? - ClWL“S” e:

1
X:CIW

z A . 1
A parte relevante é a dependéncia com TECE]
Marking Scheme:
e +0,6 pts - Por expandir M linearmente em h, e argumentar que o termo linear é o mais relevante

e 10,4 pontos - Por obter que x Itl"’(ﬁ

11




((sorr TBF 2026

Q3-12

D.3

Comparando com y o ﬁ, temos v = /(8" — 1).

Note que para o modelo de ising, encontramos § = 1/2,6 = 3,7 = 1, que satisfaz a equagao acima.

Marking Scheme:
e +1,0 pts - Por obter que v = /(6" — 1)

E.1
Dado:

RT a RT a

P(v) = P'(v) = 2
(v) v—>b w2 (v) (v—1b)2 + v3
E:
RT a
P// — 27 _
() (v—1"0)3 v
Assim, em T¢, v., temos:
RTC - 21 QRTC o 6£
(ve —b)? B 1}27 (ve — )3 B vg
a 1 6a 1 3
4— - = — = — =20, =30, - 3b= v, =3b
vdu.—b v o v.—b v Y ! !

Assim, temos que:

RTc- a 8a

—— =2——=Tc =

4p2 2763 "¢ T 27Rb
E finalmente:

RTc- a 8a 1 a 4a 3a a

P = —_ = - — == — pry
O e—b v 2Tb2b  9p2  27h2 272 27h?

Marking Scheme:

+0,4 pts - Pela equagao expandida da primeira derivada de P(v)

+0,4 pts - Pela equagao expandida da segunda derivada de P(v)

40,4 pts - Pela expressao para v

40,4 pts - Pela expressao para P

40,4 pts - Pela expressao para T
E.2
Dado:

T=Tc+tle, P=Poc+pPc, v=1v,+ ¢v,

(43)

(48)

(49)

Um metodo é expandir a equacdo de estado ate segunda/terceira ordem em ¢ e simplificar. Um metodo
um pouco mais simples, é considerar multiplas derivadas de P em relacdo a T e v. Seja P, = ‘g—i, e assim

Pa: _ 0 0P

v = 95 0y Temos:

12
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RT
P, = _( BE +2 a3 e no ponto critico P, =0
v —
2RT
P, = CEnE —Z e no ponto critico Py, =0
v— v
6RT 24
P,y = 7@ + —5a e no ponto critico Py,, = —
v— v
Similarmente:
P e no ponto critico P, i
= nto criti = —
TS P T
R R
Pr, =— w0 e no ponto critico Pr, = e

Dado tudo isso, em primeira ordem, temos que:

a

81b°

RT¢ a 5 3
Po+Po-p=—2C¢ _ _ 2 (P, PrTet + Pypo ot
c+FPc-p (0.~ b)? Ugc+( UCG+ rTct + Pyrv c¢>
E assim:
a 3 1 8a R 8a 2a
Pop=——=-210 - 4+ — — —3btp = ———=¢° —t
cp 815 6 + 2b 27b 4b2 272 ¢ 1862¢ * 27h2 9?2

E finalmente:

p:4t—6t¢—g¢3

Logo A=4,B=6,C =3/2
Marking Scheme:

Sate

(53)

(54)

(55)

(56)

(57)

e +0,4 pts - Por expandir a equagao de estado perto dos pontos criticos ate terceira ordem em ¢, ordem

t - ¢, OU fazer o metodo descrito acima para obter os termos A, B, C'
e +0,2 pts - Pela valor correto de A
e 10,2 pts - Pela valor correto de B
e +0,2 pts - Pela valor correto de C
E.3
Em t =0, temos p = —%¢3, logo 6 =3
Marking Scheme:
3

e +0,6 pts - Por escrever que em t =0, p = f§¢3
e +0,4 pts - Por obter 6 =3

13
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E.4

Temos que:

1 do

Para ¢ pequeno, temos p = 4t — 6t¢, logo Z—Z = —06t, e assim:

11
_ - 59
& 6Pc t (59)
Logo, v = 1.
Marking Scheme:
e +0,2 pts - Pela expressao correta para x em funcao de %
e +0,4 pts - Por aplicar o valor de %
e 10,2 pts - Pelo valor de ~ correto
E.5
Nesse ponto temos p(¢) = p(—¢), e que ¢4 = —¢y, logo seja ¢, = ¢. Assim temos para ¢:
3 . 3 .
—6tgp — §¢3 = 6t + §¢3 (60)
Logo ¢ = 0 ou:
12t = =3¢ = ¢ = 2/t (61)

Assim, ¢, — ¢y = 44/—t

Marking Scheme:
e +0,4 pts - Por aplicar que p(¢) = p(—¢) e obter uma equacao para ¢
e +0,4 pts - Por obter que ¢ = 0 ou ¢ = 2v/—t
e +0,2 pts - Por obter que ¢, — ¢ = 4v/—1
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